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Chapitre 1

Outils algébriques

Cette section a pour but d’énoncer les résultats algébriques utilisés dans cette these.
Le nombre p y sera toujours premier.

1.1 Anneau de groupe et G-module

Dans cette section, G désigne un groupe noté multiplicativement et A un anneau
commutatif.

Définition 1.1.1. On note A [G] I’ensemble des sommes formelles presque nulles

Z g8, g €A.

geG
Muni de ’addition
Z ag8 + Zﬂgg = Z(a’g +ﬁg)g
geG geG geG

et du produit de convolution

(D ) D Bee)= D, aboss’

2eG 2eG (8.8)€G?
A [G] est un anneau d’unité 1g, appelé anneau de groupe de G.

Dorénavant, le groupe G est supposé abélien. L’ anneau de groupe A [G] est alors
un anneau commutatif. Nous utiliserons dans la suite des anneaux de groupes dont
I’anneau de base est Z, Q, Z,, ou Q,,.
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Définition 1.1.2. On appelle morphisme d’augmentation de G le morphisme ¢ :
A [G] — A défini par
Y )= S
geG geG

Son noyau est noté Ig et appelé idéal d’augmentation de G.

Proposition 1.1.3. L’idéal d’augmentation I est engendré sur A par les g — 1g,
ou g parcourt G.

Démonstration. Soit }, agg € Ig.Ona  a, = Odonc aj; = - 3 aget
g€G geG geG\{1g}

2 Ag8 = 2 a’g(g - 1g). O

8eG geG\{1g}

Définition 1.1.4. On appelle G-module un Z[G]-module. De maniére équivalente,
un G-module M est un groupe additif muni d’une action de G compatible avec sa
loi de groupe, c’est-a-dire telle que pour tout g € G et m,m’ € M, ona glm +m’) =
gm + gm’. On dit qu’un G-module est libre s’il est libre en tant que Z [G]-module.

On remarque que si M est un G-module et F' un sous-groupe de G, alors M est
également un F-module.

Définition 1.1.5. Soit M un G-module.
On note
MC = {m € M tel que gm = m pour tout g € G}

le sous-module de M des éléments invariants par ’action de G.

Pour tout G-module M, MS est un G-module sur lequel G agit trivialement, on
peut donc le considérer comme un groupe abélien sans perdre d’information. On
peut alors définir un foncteur covariant 7 de la catégorie des G-modules vers la
catégories des groupes abéliens de la fagon suivante : pour tout G-module M on
note 7 %(M) = M et pour tout morphisme de G-modules f : M — N, I’action de
G commutant avec f, on a f(M®) c N°, donc on peut définir FO(f) : MG — NC
le morphisme de groupes abéliens obtenu a partir de f par restriction 2 MY et
corestriction & NC.

Proposition 1.1.6. Le foncteur des G-invariants F© est un foncteur exact a gauche
de la catégorie des G-modules vers la catégorie des groupes abéliens.

Démonstration. Soit
o-mMmENLP
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une suite exacte de G-modules. Alors FC(¢p) est injective car ¢ I’est. De plus
FEW) o Fp) = FEW o @) = 0 donc Im(FC4(¢)) < Ker(FC()). Soit n €
Ker(FC)) c Ker(y) = Im(g), il existe m € M tel que ¢(m) = n. Comme n € N©,
pour tout g € G, on a p(gm) = gp(m) = gn = n = @(m) et comme ¢ est injective, on
en déduit que gm = m, et donc que m € M®. On a donc Ker(FC(y)) € Im(FC(¢)).
Ainsi, la suite de groupes abéliens

0— MY > N¢ = p¢
est exacte. O

Dans cette these on adoptera la convention de Nicolas Bourbaki selon laquelle
les anneaux sont supposés unitaires. Dans le cas contraire, on parlera de pseudo-
anneaux.

Notation. Pour tout anneau A et tous A-modules M et N, on note Homy (M, N)
I’ensemble des morphismes de A-modules de M vers N. Il s’agit d’un A-module.
Pour A = Z, on notera simplement Hom(M, N) I’ensemble des morphismes de
groupes abéliens de M vers N.

On a le résultat classique suivant, dont on peut retrouver la démonstration dans le
chapitre 1.6 de [Mac67]].

Proposition 1.1.7. Soit A un anneau commutatif et M un A-module.
Alors Homy (M, —) est un foncteur covariant exact a gauche de la catégorie des
A-modules vers elle-méme.

Définition 1.1.8. Soit A un anneau commutatif et M un A-module.

On dit que M est projectif si Homy (M, —) est un foncteur exact, autrement dit pour
tout morphisme surjectif de A-modules s : N — P et tout morphisme de A-modules
f 1 M — P, il existe un morphisme de A-modules h tel que f = s o h.

Proposition 1.1.9. Soit M et N deux G-modules.
Alors on a
Homgzg(M, N) = Hom(M, N)°.

Et en particulier, pour tout G-module M, en considérant Z comme un G-module sur
lequel I’action est triviale, on a

Homz;G|(Z, M) = Hom(Z, M)® ~ MC.

On peut retrouver ainsi I’exactitude & gauche du foncteur 7.

Apres avoir défini le plus grand sous-module d’un G-module sur lequel G agit
trivialement, nous allons nous intéresser au plus grand quotient d’un module sur
lequel G agit trivialement.
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Définition 1.1.10. Soit M un G-module.
On note
Mg =M[/IgM

le G-module des co-invariants de M.

Pour tout G-module M, Mg est un G-module sur lequel G agit trivialement, on
peut donc le considérer comme un groupe abélien sans perdre d’information. On
peut alors définir un foncteur covariant ¥ de la catégorie des G-modules vers la
catégories des groupes abéliens de la fagon suivante : pour tout G-module M on
note F5(M) = Mg et pour tout morphisme de G-modules f : M — N, on note
Fc(f) : Mg — Ng le morphisme de groupes abéliens obtenu a partir de f par
passage au quotient : pour tout m € M, Fg(f)(m + IgM) = f(m) + IgN.

Proposition 1.1.11. Le foncteur des G-co-invariants F¢ est un foncteur exact a
droite de la catégorie des G-modules vers la catégorie des groupes abéliens.

Démonstration. Soit

miENLPSo
une suite exacte de G-modules. Alors F(¥) est surjective comme quotient de i
qui est surjective. De plus F5(¥) o Fo(p) = Fo(r o ¢) = 0 donc Im(F(p)) C
Ker(Fc()). Soit n + IgN € Ker(Fg()), on a y(n) € IgP, donc ¥(n) = ap,
avec a € Ig et p € P, comme ¥ est surjective, p = ¥(n’) avec n’ € N. On
a alors Y(n) = ay(n’) = Y(an’), donc n — an’ € Ker(y) = Im(p). On a donc
n+ IgN € Im(p) + IgN = Im(Fs(¥)), et donc Ker(F ) € Im(Fo)).
Ainsi, la suite de groupes abéliens

MG - NG 4 PG -0
est exacte. m}

Notation. Pour tout anneau A et tous A-modules M et N, on note M ® N le produit
A

tensoriel sur A des modules A et N. Pour A = Z, on le notera simplement M ® N.
Si M et N sont deux G-modules, alors M ® N est doté de la structure de G-module
définie par g(m ® n) = gm ® gn.

Proposition 1.1.12. Soit A un anneau commutatif et M un A-module.
Alors M ® — est un foncteur covariant exact a droite de la catégorie des A-modules
A

vers elle-méme.

Définition 1.1.13. Soit A un anneau commutatif et M un A-module.
On dit que M est un A-module plat si M <§> — est un foncteur exact.
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Proposition 1.1.14. Soit M et N deux G-modules.
Alors on a
M Q@ N=(M®N)g.
ZIG]

Et en particulier, pour tout G-module M, en considérant Z comme un G-module sur
lequel ’action est triviale, on a

Z ® M=~ Mg.
Z[G]

On peut retrouver ainsi 1’exactitude a gauche du foncteur %.

Définition 1.1.15. Soit F un sous-groupe fini de G.
On appelle norme de F 1’élément

Nr =) g€Z[FICZ[G].
geF

Si M est un G-module, on définit I’application norme de F sur M par

M—->M

m e >, gm
geF

NEum

Définition 1.1.16. Soit X un groupe abélien. On peut alors munir le groupe abélien
Hom(Z [G], X) d’une structure de G-module en faisant agir G a la source, c’est-a-
dire que pour tout | € Hom(Z [G], X) et pour tout g € G, on pose gl : a — l(ga).
On appelle module co-induit un tel G-module.

Définition 1.1.17. Soit X un groupe abélien. On peut alors munir le groupe abélien
Z[G] ® X d’une structure de G-module en faisant agir G a gauche.
On appelle module induit un tel G-module.

Proposition 1.1.18. On suppose que G est un groupe fini et M un G-module.
Alors M est un G-module induit si et seulement si M est un G-module co-induit.

Démonstration. Soit X un groupe abélien. On peut définir le morphisme de G-
module ¢ : Hom(Z [G], X) — Z[G] ® X de la fagon suivante

soerZg®f(g)-

geG

Alors ¢ est un isomorphisme de G-modules de morphisme réciproque

;b:Zg@xgH[f:ZaggHZagxg].

geG g€G g€G
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1.2 Cohomologie de Tate

La cohomologie de Tate est une cohomologie des G-modules dans le cas ou G est un
groupe fini. Cette cohomologie découle d’une légere modification de la cohomologie
et de I’homologie classique des groupes, que nous allons donc commencer par définir.
Ce paragraphe est fortement inspiré du chapitre Cohomology of Groups rédigé par
Michael Atiyah et Charles Wall dans [AW67]]. Dans cette section, G désigne un
groupe quelconque.

1.2.1 Cohomologie des groupes

Définition 1.2.1. Soit M un G-module.
Une résolution projective P de M est la donnée d’une famille de G-modules projec-
tifs (P;)ien et d’une suite exacte infinie de G-modules

w—o>Pr—>P > Py—>M-—>O.

Afin de définir les groupes de cohomologie d’un G-module nous avons besoin d’une
résolution projective de Z vu comme G-module sur lequel G agit trivialement. Nous
allons donc construire explicitement un exemple d’une telle résolution de Z.

Pour tout n € N, on considére le G-module libre S, = Z[G"*!] sur lequel G agit
diagonalement :

Y(g0, - 8n) €Sy, Vg € G, g'(g0,.-» 8n) = (8’80, -, &' 8n)-

Pour tout n € N*, on considére le morphisme de bord d,, : S, — S ,,—; défini par
n
V(g(), ceey gﬂ) € Sﬂs dn(go’ eeey gn) = Z(_l)l(go’ ceey gi—l’ gi+1’ ceey gi’l),
i=0
et pour n = 0, on considére le morphisme d’augmentation
do=¢:7Z|G] - Z.
Proposition 1.2.2. La suite infinie de G-modules libres, donc projectifs,

ds d d e
o8558 -5850-02-0

est une suite exacte et S est donc une résolution projective de Z, appelée résolution
standard de Z.
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Démonstration. Pour tout n € N*, on note A, : S,-1 — S, le morphisme de G-
modules défini pour tout (go, ..., gn—1) € Pu—1 par h,(go, ..., 8n-1) = (16, 80> +-» &n—1)-
On vérifie alors que pour toutn € N*,onad, od,+1 =0eth,od, +dy1 0 hyy1 =
idp,. Ainsi Im(d,+1) C Ker(d,), et si (go,....,gn) € Ker(d,), alors (go,....gn) =
hn o dn(gOa ooy gn) + dn+1 o hn+l(gO’ ceey gn) = dn+1 o hn+1(g0, ooy gn) € Im(dn+1)’ donc
Ker(d,) = Im(dy+1).

De plus, on a bien Ker(e) = Im(d;), donc la suite considérée est bien exacte. |

A I’aide de cette résolution standard de Z, on peut maintenant associer a tout G-
module M un complexe C = Homz; (S, M) que I’on appelle complexe standard de
M. Ce complexe est le suivant

&, 3,
0—- HOIIIZ[G](S(), M) i HOIIIZ[G](Sl, M) - ...
ou pour tout n € N, le morphisme de cobord est donné par
a’]\/[ :f = f O dn+1-.

Cette nouvelle suite infinie vérifie 6’]{; Io 0y, = 0 pour tout n € N, mais elle n’a
pas de raison d’étre exacte. Les groupes de cohomologie sont ce qui mesure cette
inexactitude.

Définition 1.2.3. Soit M un G-module.
On définit le 0-ieme groupe de cohomologie de M par

H°(G, M) = Ker(8%))

et pour tout n € N*, on définit le n-ieme groupe de cohomologie de M de la facon
suivante
H"(G, M) = Ker(d3,)/Im(@3; ).

Un €lément de Ker(d),) s’appelle un cocycle de degré n et un €lément de Im(9'), D)
s’appelle un cobord de degré n. Ainsi, le n-ieme groupe de cohomologie de M est
le quotient des cocycles de degré n par les cobords de degré n.

Proposition 1.2.4. Soit M un G-module.
Ona
H(G, M) ~ MC.

Démonstration. Soit f € Homzg|(Z [G], M), elle est déterminée par f(1g). Donc
f e Ker(ag/[) si et seulement si pour tout (go, g1) € Z [Gz] ona fod(gog) =
(g1 — 80)f(1g) = 0 donc si et seulement si f(15) € MC. o
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Proposition 1.2.5. Pour tout G-module co-induit M et tout n € N*, on a
H'(G,M) =0.

Démonstration. Soit X le groupe abélien tel que M = Hom(Z [G], X). Soit n € N.
Le morphisme de groupes ¢ : Homgz;g(S,, M) — Hom(S,, X), donné par ¢ :
f = (a~ f(a)(1g)) est un isomorphisme d’isomorphisme réciproque ¢! : [
(a — (g = f(g‘la))). De plus comme S, et S, sont des Z-modules libres, la
suite exacte

0 - Ker(d,) » §,, » Im(d,) - 0

est scindée, donc S ;1 = Ker(d,,+1)®Tys1 = Im(d,2) D T,11 avec Ty41 = Im(dy,41).
Soit f € Hom(S 11, X) tel que f o dy4p = 0. Définissons & : S, — S, en
posant h(y) = f(x) pour tout y = dy41(x) € Im(d,+1) et A(y) = O pour tout y € T),.
Comme f o d,» = 0, on a Ker(d,+1) = Im(d,+2) C Ker(f), donc hod,s1 = f.
Réciproquement, si f = hod,j,ona fod,» = hod,| odyys =0, donc on déduit
de I’isomorphisme précédent que le complexe

»y Ay
0—- HOInZ[G](S(),M) - HOInZ[G](Sl,M) - ...
est exact en tout Homgz;1(S », M) pour n # 0. O

Soit M, N et P des G-modules. On suppose que la suite

0oMENLSPSO

est exacte.
Pour tout n € N, comme S, est un G-module libre donc projectif, la suite de groupes
abéliens

00— HomZ[G](Sn, M) ﬁ> Homz[g](Sn, N) ﬁn) HomZ[G](Sn, P) -0
est exacte. On en déduit en particulier que pour tout n € N, la suite
0 — Ker(d},) — Ker(d}y) — Ker(d}p)

est exacte.
Comme pour tout G-module Q on a Im(@’é) C Ker(a’é“), on a le diagramme
commutatif suivant, dont les deux lignes sont exactes

0 —— HomgG|(S,, M) —— Homgz6(S », N) —— Homgz||(S,, P) —— 0O

i g g

0 — Ker(d3/') ———— Ker(d%/') ——— Ker(d77")
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En appliquant le lemme du serpent, on obtient la suite exacte suivante

0 — Ker(9},) — Ker(dy) — Ker(dp) 4 H"'Y (G, M) - H""'(G,N) — H"\(G, P).

Pour tout f € Ker(d}), il existe iy € HomzG1(S », N) tel que f = y,(hy) = yohys. Et
comme ¥+ 1(0%(hy)) = Op(Wn(hy)) = d%(f) = 0, il existe une unique [y € Ker(d'}; D)
telle que 9%, (hy) = @u(ly) = ¢ o ly. La classe de Iy dans H"(G, M) ne dépend pas
du choix de Ay, donc on peut définir le morphisme

A" Ker(3h) — H'™™N(G, M)
en posant
X'(f) = Iy +Im(3},).

Sife Im(ag‘l), ona f = f’od,, avec f' € HomgzG(S -1, P), donc " = y,,_1(h') =
Yyoh' avec i € Homg (S -1, N). Ainsi, f = o f od, = y,(f’ od,), donc on peut

choisir hy = f” od,, et comme dy(hy) = hyody1 = f odyody1 =0 = ¢,(0), ona

A'(f) =0, donc Im(ag‘l) c Ker(A"), et donc A" induit un morphisme de connexion
§": H'(G, P) —» H™'(G, M).

On a Im(6") = Im(2") et f + Im(9'5*") € Ker(6") si et seulement si f € Ker(1") =
Im (lpn : Ker(a’I(,)) — Ker(d}) donc on déduit le résultat suivant.

Théoreme 1.2.6. Soit M, N et P des G-modules. On suppose que la suite
O->M—->N->P->0

est exacte.
Alors la suite infinie de groupes abéliens
0 — HG, M) — HG,N) = H(G,P) - H'(G,M) — ..
— H"(G,P) —» H" (G, M) — ...

est exacte.

Une suite de foncteurs de la catégorie des G-modules vers celle des groupes abéliens

vérifiant les propositions et et le théoreme s’appelle une extension
cohomologique du foncteur F¢ : M +— MC des G-invariants.

Théoreme 1.2.7. La suite de foncteurs (H(G, —)),e est l'unique extension coho-
mologique du foncteur FC a isomorphisme prés.
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Démonstration. Soit (F™),ey une extension cohomologique de 7.
Pour tout G-module M, on peut définir un morphisme injectif ¢ : M — Homz(Z [G], M)
en posant ¢(m)(g) = gm. Ainsi, on a la suite exacte

0 - M — Homz(Z[G], M) — Homz(Z [G],M)/e(M) — O.

D’apres la proposition|1.2.5] pour tout n € N*, on a ¥ (Homz(Z [G], M)) = 0, et
donc, d’apres le théoreme[1.2.6] pour tout n € N, on a

FH(M) ~ F" (Homz(Z [G], M)/ (M) .

Donc le foncteur 7! est déterminé 2 isomorphisme prés par le foncteur 7", et
donc la proposition [I.2.4] implique I"unicité a isomorphisme pres de 1’extension
cohomologique. O

Il existe d’autres manieres de construire explicitement les groupes de cohomologie,
par exemple en choisissant une résolution projective de Z autre que la résolution
standard.

1.2.2 Homologie des groupes

Nous allons maintenant nous intéresser a une notion voisine de la cohomologie des
groupes, I’homologie des groupes. La construction donnée ici reposera a nouveau
sur la résolution standard de Z donnée au paragraphe précédent. A 1’aide de cette
résolution standard de Z, on peut associer a tout G-module M un complexe C =

S Z% ] M que I’on appelle complexe standard d’homologie de M. Ce complexe est

le suivant
I o o
oS M->S5ST @ M—>S)g @ M—0
Z|G] Z|G] Z|G]

ou pour tout n € N*, le morphisme de bord est donné par

M:s ®
ZIG

m—d,(s) ® m.
[G] Z[G]

Cette nouvelle suite infinie vérifie 6/ o (')%r] = 0 pour tout n € N*, mais elle n’a
pas de raison d’étre exacte. Les groupes d’homologie sont ce qui mesure cette

inexactitude.

Définition 1.2.8. Soit M un G-module et S la résolution standard de Z.
On définit le 0-ieme groupe d’homologie de M par

Ho(G, M) =Sy ® M/Im(%)
Z|G]
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et pour tout n € N*, on définit le n-ieme groupe d’homologie de M de la facon
suivante
H,(G, M) = Ker(d™)/Im(6™. ).

n+l1

Un élément de Ker(dY) s’appelle un cycle de degré n et un élément de Im((’),’ffr |

s’appelle un bord de degré n. Ainsi, le n-ieme groupe d’homologie de M est le
quotient des cycles de degré n par les bords de degré n.

Proposition 1.2.9. Soit M un G-module.
On a l'isomorphisme de groupes

Hy(G, M) ~ Mg.
Démonstration. Ona Sog @ M =Z[G] @ M ~ M viagp : g ® m — gm. Soit
Z[G] Z[G]
(80,810 ®m € S, Z%] M, onagod ((g0,81)®m) = (g1 — go)m € IgM, donc par

linéarité, t,o(Im((?%l)) C IgM. Réciproquement sia = },a,g € Ig etm € M, on a
g

a= ) a,(g—80) =¢o 611”( 2. ag(80,8) ® m) € ¢(Im(8%l)), donc par linéarité
8#80 8#80

¢ (Im@ ) = IcM.
Ainsi,
Ho(G,M) =S, Z% | Mm@V =~ M/IgM.

Proposition 1.2.10. Pour tout G-module induit M et tout n € N*, on a
H"(G,M) = 0.

Démonstration. Soit X le groupe abélien tel que M = Z[G] ® X. Soit n € N.
On a les isomorphismes de G-modules suivants

Snszié]Mz Sn®M)g = (S, ®(Z[G]® X)) = (Z[G]® (S, ® X))g

~Z[G] & (§$,®X)=S5,®X.
Z[G]

On s’intéresse donc au complexe suivant

a a 3

D 85®X 558X > So®X =0
ou pour tout n € N*, le morphisme de bord est donné par

5,1M s ® x> dy(s)® x.
7[G]
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Sin € N*, 1a suite exacte
0 - Ker(d,) - S,, » Im(d,) > 0

est scindée car Im(d,,) C S, estlibre donc projectif. On en déduit donc I’exactitude
de la suite
0—- Ker(d,)®X - 5,9X - Im(d,)® X — 0.

OrIm(d,)® X = Im(g,’y ), donc on en déduit que Ker(d,,) ® X = Ker(g,’;” ).
Ainsi, pour tout n € N*, on a

Im(@" ) = Im(d,,) ® X = Ker(d,) ® X = Ker(d").

n+1

Donc on déduit de I’isomorphisme précédent que le complexe

a4 @' '
oS OMS5ST @ M—->Sy) 8 M—0
Z[G] Z[G] Z|[G]
estexactentoutS, ® M pourn # 0. m]
Z[G]

Soit M, N et P des G-modules. On suppose que la suite

0oMENLSPSO

est exacte.
Pour tout n € N, comme S, est un G-module libre donc plat, la suite de groupes
abéliens

@n Un
0-S5S, 9 M-S, @8 N>S§S, ® P->0
Z[G] Z[G] Z[G]

est exacte. On en déduit en particulier que pour tout n € N, la suite

0 — Ker(0") — Ker(8Y) — Ker(d%)

est exacte.
Pour tout n € N*, comme pour tout G-module Q on a Im(ér%l) c Ker(é,?), onale
diagramme commutatif suivant, dont les deux lignes sont exactes

0—>Sn+1 ® M—>Sn+1 ®1V—>Sn+1 ® P——0
Z[G] Z[G] Z[G]

M N P
\Larﬁrl \Laiﬁ 1 \LZ)IH 1

0 — Ker(0¥) —— Ker(0)) —— Ker(6¥)
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En appliquant le lemme du serpent, on obtient la suite exacte suivante

0 — Ker(8 ) — Ker(8".,) — Ker(9F,,) 3 Hy(G. M) — Ho(G,N) = Hy(G. P).

Pour tout x € Ker(8P+1), il existe y, € S 141 ® N tel que x = ¥p,41(yy). Mais comme

g.//n(an+1(yx)) = 6n+1(1//n+1(yx)) = n+1(x) = O 11 existe un unique z, € Ker(d¥) tel
que 8n+1(yx) = @u(zy). La classe de z, dans H,(G, M) ne dépend pas du choix de yy,
on définit donc le morphisme

A, Ker(c’)nH) — H,(G,M)

en posant
Au(x) = 7, + Im(@M ).

Sixe Im(BP L), 1l existe x' €8, fb P tel que x = (x"). Puis il existe y’ €

n+2

Sne2 2 N tel que X' = yn2(y'), onaalors x = 8%, ns2(y")) = Yns1 (3,5 ()), on

peut donc choisir y, = oV +2(y ). On a donc 5n+l(yx) = +1(('B?N () =0 = ¢,(0).

n+2
Donc 4,(x) = 0 et Im(Bn .») C Ker(4,). En passant au quotient, on en déduit un
morphisme de connexion

6}1 . Hn+1(Ga P) - Hn(G’ M)

Comme Im(6,) = Im(4,) et comme x + Im(8”,,) € Ker(5,) si et seulement si
x € Ker(4,) = Irn(z,l/n+1 Ker(a", ) — Ker(d”

1 ), on a le résultat suivant.

Théoreme 1.2.11. Soit M, N et P des G-modules. On suppose que la suite
O->M—->N->P->0

est exacte.
Alors la suite infinie de groupes abéliens

= Hp1 (G, P) = Hy(G, M) —
— H\(G,P) = Hyo(G, M) — Hy(G,N) = Hy(G,P) = 0
est exacte.

Une suite de foncteurs de la catégorie des G-modules vers celle des groupes abéliens
vérifiant les propositions[I.2.9]et[T.2.10]et le théoreme[I.2.T1|s’appelle une extension
homologique du foncteur ¥ : M — Mg = M/IGM.
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Théoreme 1.2.12. La suite de foncteurs (H,(G, =), est ['unique extension ho-
mologique du foncteur ¥ : M — Mg a isomorphisme preés.

Démonstration. Soit (F,),cy une extension homologique de .
Pour tout G-module M, on peut définir un morphisme surjectif ¢ : Z[G]@ M — M
en posant (a ® m) = am. Ainsi, on a la suite exacte

0—- Ker(y) - Z[G]oM - M — 0.

D’apres la proposition [1.2.10}, pour tout n € N*, on a 7, (Z [G] ® M) = 0, et donc,
d’apres le théoreme [I.2.TT] pour tout n € N, on a

Fne1 (M) = F (Ker(y)) .

Donc le foncteur ¥, est déterminé a isomorphisme pres par le foncteur 7, et
donc la proposition [T.2.9] implique 1’unicité a isomorphisme prés de I’extension
cohomologique. m|

Il existe d’autres manieres de construire explicitement les groupes d’homologie,
par exemple en choisissant une résolution projective de Z autre que la résolution
standard.

1.2.3 Cohomologie de Tate des groupes finis

La cohomologie de Tate est une cohomologie des groupes finis légérement modifiée
afin de combiner homologie et cohomologie. Dans cette partie, on suppose que le
groupe G est fini. Pour tout G-module M, on a donc I’application norme Ng s :
M- M.

Soit go € Getm € M. On a Ng py((go — lg)m) = 3, ggom — 2, gm = 0, donc

geG geG
par linéarité IocM C Ker(Ng.m). De plus goNg.m(m) = 3, gogm = Ng.m(m), donc
geG

Im(Ng.a) € MC. Comme Hy(G, M) = M/IgM et H*(G, M) = M, on en déduit
que Ng u induit un morphisme

N - Ho(G, M) > H(G, M).

Définition 1.2.13. Soit M un G-module.
On pose
Hy(G, M) = Ker(N, ;) = Ker(Ng.m)/IcM

et
A°(G, M) = Coker(N, ;) = M /Im(Ng u).
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Exemple. Pour M = Z sur lequel G agit trivialement, on a Ngz : m + card(G)m,
donc Ker(Ng.y) = 0 et Im(Ngy) = card(G)Z. On a alors Hy(G,Z) = 0 et
H°(G,Z) = Z/card(G)Z.

A I’aide de ces zéroiemes groupes de cohomologie et d’homologie modifiés, on va
pouvoir recoller ’homologie et la cohomologie a travers la cohomologie de Tate.

Définition 1.2.14. Soit M un G-module.
Pour tout n € Z, on définit le n-ieme groupe de cohomologie de Tate de M de la
facon suivante

H'(G,M) = H'(G, M) pourn > 1,

A°(G, M) = M® /Tm(Ng m).
H (G, M) = Ker(Ng.m)/IgM,
H"(G,M) = H_,_1(G, M) pour n < =2.
Théoreme 1.2.15. Soit M, N et P des G-modules. On suppose que la suite

O->M—->N->P->0

est exacte.
Alors on a une suite infinie exacte de groupes abéliens

.. —» HY(G,M) - H"(G,N) —» H(G,P) - H"Y(G, M) — ...

Démonstration. D’apres les théoremes [I.2.6]et[I.2.11] on a les deux suites infinies
exactes suivantes

..— HYG,N) - A"(G,P) - H""Y(G,M) - ... > H*(G,N) - H%(G, P)
et
AYG,M) - A'(G,N) > ... - H'G,N) - B"(G,P) - A""'(G,M) — ...

Par ailleurs, ces théoremes impliquent qu’on a le diagramme commutatif suivant,
dont les deux lignes sont exactes

Ho(G,M) —— Ho(G,N) —— Hy(G,P) —— 0

lNaM lNz;,N lNap

0 — H°(G,M) — H°G,N) — HG,P)
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Donc en appliquant le lemme du serpent, on en déduit que la suite finie suivante est
exacte

A7Y(G,M) - A (G,N) » A (G, P) - B G, M) - A (G,N) —» H(G, P).
Comme on sait que la suite
Hi(G,N) = Hi(G, P) = Ho(G,M) — Ho(G,N)

est exacte et que Im(H,(G, P) — Hy(G, M)) C H~Y(G, M) on déduit un recollement
de la premiére suite infinie avec la suite finie

.. > H?*G,N) - A%G,P) > A G, M) - H'G,N) - .. - H'G, P)

Le fait que A (G, M) soit un sous-groupe de Ho(G, M) et A~Y(G,N) un sous-
groupe de Hy(G, N) implique I’exactitude de ce recollement.
Enfin, on a la suite exacte

H’(G,N) - HG, P) » H'(G,M) —» H'(G,N).

Comme Im(Ng ) € Ker(H(G, P) — H'(G, M)) et H*(G, P) = H*(G, P)/Im(Ng u).
on déduit un recollement avec la deuxi€éme suite infinie

..—» B°G,N) - A°G,P) - H' (G, M) - B (G,N) — ...

Le fait que A'(G, M) soit un quotient de H'(G, M) et H'(G, N) un quotient de
H'(G, N) implique I’exactitude de ce recollement. |

Proposition 1.2.16. Pour tout G-module induit M et tout n € Z, on a
H"(G, M) = 0.

Démonstration. Les cas n # 0,—1 découlent des propositions[I.2.5]et[T.2.10

On suppose que M = Z[G] ® X, avec X un groupe abélien. Soit ) g ® x, €
geG

(Z[G]® X). Alors pour tout g’ € G,ona 3}, g'g®@x; = Y g®Xg-1, = Y g® Xq.

8€G g€G g€G

Or Z [G] est un Z-module libre, donc il y a unicité de 1’écriture sous la forme

2. & ® xg et on en déduit que pour tout g € G, on a x, = x1,. Ainsi, }, g® x, =

8eG geG

Neu(1G ® x1,) € Im(Ng ). On a donc A(G, M) = 0.

Considérons maintenant ), g ® xg € Ker(Ng»). Ona Ngu( X g®x,) = X g®
8<G geG geG

( )y ng) = 0, donc par unicité de I’écriture, 3 xy = 0, donc 3 g® x, =
g'eG g€G geG

> (g - 16)(1g ® xg) € IgM. On a donc H™1(G, M) = 0. o
geG
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Définition 1.2.17. Soit M un G-module.
On dit que M est cohomologiquement trivial si pour tout sous-groupe F de G et

toutn € Z, on a
H'(F,M) = 0.

1.3 Produit tensoriel

Nous énongons ici une proposition qui porte sur le produit tensoriel en général et
qui nous servira ensuite dans le contexte de la p-partie.

Proposition 1.3.1. Soit A un anneau, M un A-module et I un idéal de A.
On a alors les isomorphismes de A-modules suivants

1. IOM ~ IM,
A
2. A/I%M: M/IM.
Démonstration. 1. Cet isomorphisme est la restriction de I’isomorphisme natu-
rel A ? M=~M.

2. On définit une application A-bilinéaire surjective ¢ : A/I X M — M/IM en
posant ¢(a + I,m) = am + IM. Pour tout A-module N et toute application
A-bilinéaire f : A/I Xx M — N, on définit alors une application A-linéaire
h:M — Nen posant h(m) = f(1 + I,m). Pour touta € I et m € M, on a
alors fi(am) = f(1 +I,am) = f(a+I,m) = 0 cara € I, donc IM c Ker(h) et
h induit 1’application A-linéaire 2 : M/IM — N. On a alors h o ¢ = f et une
telle & est unique par surjectivité de ¢, donc d’apres la propriété universelle
du produit tensoriel, on a I’isomorphisme souhaité.

O

En particulier, pour toute A-algebre associative B, I’isomorphisme de A-modules
B=~A %) B induit un morphisme de A-modules BI =~ [ <§> B pour tout idéal [ de A.

Proposition 1.3.2. Soit A un anneau commutatif, M un A-module libre de type fini
et N un A-module.
On a alors 'isomorphisme de A-modules suivant

N%HomA(M,A) ~ Homy (M, N).

Démonstration. Soit (@;); une base de M et (@;); la base duale de Homy(M, A).
Alors le morphisme ¢ : N?HomA(M, A) — Homy (M, N) défini par (p(l’l%f) =

(fu : m > f(m)n) a pour morphisme réciproque ¢ : f - 3, f(a)a;. ]
i
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1.4 p-partie

1.4.1 Propriétés générales

Notation. Pour tout Z-module fini M, on appelle p-partie de M et on note
Sylp(M) = {m € M tel qu’il existe r € N tel que p"m = 0}

I’unique p-Sylow de M. La p-partie de M est un p-groupe abélien, elle a donc une
structure de Z,-module.

Proposition 1.4.1. Soit M un Z-module fini.
On a alors I'isomorphisme de Z,-modules suivant

SylL,(M) =~ M ®Z,.

Démonstration. D’apres le théoréme de structure des groupes abéliens finis on a
M= @ Syl (M),dncMeZ,= P (Syl,(M)eZ,).
p’ premier p’ premier

— Sip’ # p: p’ estinversible dans Z, donc Syl , (M) ® Z,, = 0.

- Sip’ = p:Syl,(M) est un Z,-module, donc on a une application Z-bilinéaire
surjective ¢ : Sylp(M) X ZLp — Sylp(M) définie par ¢(m, x) = xm. Pour tout
Z-module N et toute application Z-bilinéaire f : Syl ,(M) X Z;, — N, on définit
I’application Z-linéaire & : Sylp(M) — N par h(m) = f(m, 1). Soitm € Sylp(M)
et r € N tels que p'm = 0, pour tout x € Z,, on peut écrire x = xo + p’ x| avec
Xo € Zetx; € Zp, on a alors f(m,x) = f(m,xo) + f(p'm,x1) = f(m,xo) et
@(m, x) = @o(m, x0) + @(p"'m, x1) = @(m, x9). Ainsi h(e(m, x)) = h(e(m, xp)) =
h(xom) = f(xom, 1) = f(m, x9) = f(m, x). Une telle application % est unique par
surjectivité de ¢ donc d’apres la propriété universelle du produit tensoriel, on a
I'isomorphisme de Z-modules Syl ,(M) ® Z,, ~ Syl ,(M). De plus, I’application
¢ est Z,-bilinéaire, donc I’'isomorphisme obtenu est un isomorphisme de Z,-
modules.

Ainsi, en tant que Z,-modules,

M ®Z, = Syl,(M)®Z, = Syl ,(M).
]

Soit 7 un entier naturel non nul. On remarque qu’une application entre deux Z ['/x]-
modules est Z-linéaire si et seulement si elle est Z ['/:]-linéaire. On suppose que le
nombre premier p ne divise pas n. L’anneau Z ['/,] est alors un sous-anneau de Z,,.
Soit r et s des entiers naturels, toute application Z-linéaire ¢ : Z['/«]" — Z['/x]*
peut alors s’étendre de manicre unique en application Z,-linéaire ¢, : Z), — Z,,.



1.4. P-PARTIE 21

Proposition 1.4.2. On suppose p premier ne divisant pas n fixé, et on considere
@ Z['\)" — Z['/n]° une application Z-linéaire.
Alors ¢ est injective si et seulement si ¢, est injective.

Démonstration. On peut étendre p en ¢ : Q" — Q' et 9y en ¢, : Q, — Q.
Comme ces deux applications ont méme matrice dans la base canonique, et comme
le rang de cette matrice est identique sur Q et Q,, on en déduit que @ est injective si
et seulement si ¢, I’est.

On suppose ¢ injective. Si § € ker, on a p(a) = @(a) = b gb(%) = 0, donc @
est injective, et ¢, également. Comme ker(¢,) C ker(4),), on en déduit que ¢, est
injective.

La réciproque découle de ker(p) C ker(p)). O

Proposition 1.4.3. On considére ¢ : Z['/]" — Z['/.]® une application Z-linéaire
injective, ety € Z['/x]’.
Alors y € Im(p) si et seulement si pour tout premier p f nonay € Im(gp,).

Démonstration. On peut étendre ¢ de maniére unique en une application Q-linéaire
@ : Q" — Q°. Il s’agit d’un morphisme injectif de Q-espaces vectoriels, donc il
existe un morphisme ¢ : Q° — Q" tel que ¥ o ¢ = idgr.

Pour tout premier p t n, on étend ¢ en une application Q)-linéaire ¢, : Q,, — Q), et
¢p en une application Q,-linéaire ¢, : Q}, — Qy,. Comme la restriction de ¥, o @),
a Q" vauty o ¢ =idgr,onay, o ¢, = idg.

On suppose que pour tout p premier ne divisant pas n, y = ¢,(x).

En notant z = (zj)ie[1,] = ¥(y) € Q", pour tout p f nonaz = yp,(y) = ¥p(pp(xp)) =
Xp € Z,, donc pour tout i € [1;7], vp(z;) > 0. Soit i € [[1;r], pour tout p { non a
vp(zi) = 0, et comme z; € Q, on en déduit que z; € Z['/n].

Ainsi z € Z['/a]" eten fixant pg { n,onay = @, (xp,) = @p,(2) = () € Im(p).
Réciproquement, si y = ¢(z) avec z € Z[!/»]", alors pour tout p f nonay = ¢,(z) €
Im(g)). O

Corollaire 1.4.4. Soit M un Z-module fini.
On a alors 'isomorphisme de Z['/n)-modules suivant

MRZ[\] ~ @ (Mez,) @ SyL,(M).

ptn premier ptn premier

Démonstration. Ona M QZ['/x] = @ (Sylp(M) RZ [l/n]).

p premier

— Si pln, alors comme p est inversible dans Z ['/s] et que Syl ,(M) est un p-groupe,
onaSyl,(M)®Z['/x] = 0.
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- Siptn,onaZ,®Z['/x] = Z, donc d’apres la proposition précédente, Sylp(M)®
Z[' =MLy @Z['/i] = M ®Z), ~ Syl ,(M).
O

Le cas n = 1 n’est qu’une reformulation du théoréme de structure des groupes
abéliens finis.

Corollaire 1.4.5. Soit M un Z-module fini.
On a alors 'isomorphisme de Z-modules suivant

M= 5 Mez,

p premier
La p-partie se comporte bien vis-a-vis du quotient.

Proposition 1.4.6. Soit M un Z-module et N un sous module de N.
Alors (M ®Z,)/(N®Z,) = (M|N)®Z),.

Démonstration. La suite
O>N->M-—->M/N->O0
est exacte et Z, est un Z-module plat, donc la suite
0->N®Z,>M®Z, > MIN®Z, — 0
est également exacte. On a donc

(M®Z,)/(N®Z,) ~(M/N)®Z,.

1.4.2 p-partie et anneau de groupe

On considere un groupe abélien G.

Proposition 1.4.7. Soit M un Z ['/:] [G]-module.
On a des isomorphismes de Z,, (G]-modules

M ® Z,[Gl=M ® Z,~M®Z,.
Z41IG) Z{1h] z



1.4. P-PARTIE 23

Démonstration. L’application Z ['/x] [G]-bilinéaire ¢g : M X Z, [G] > M ® Z,

Z['n]
définie par goo(m, Z agg) = ), g m® a, induit une application Z ['/»] [G]-linéaire
gE
M ® Zp [G] - M ® Zp, cette application étant également Z,-linéaire,

Z['IG]
elle est Z [G]-linéaire.

L’applicationZ ['/n]-bilinéaire Yo : MXZ, — M ;8 Z, [G] définie par yo(m, @) =
1[G]
m ® alg induit une application Z [!/x]-linéaire :,0 M ® 1 ® Z,—>M }8) Z, [G].
Z['h] Z['/nIG]
Onayop=idy o z,cetgoy =idy g z,, donc ¢ est un isomorphisme de
Z[IG] kaifh

Zp, [G]-modules.

Une application entre des Z ['/»]-modules est Z-linéaire (respectivement Z-bilinéaire)
si et seulement si elle est Z [!/«]-linéaire (respectivement Z [!/x]-bilinéaire), d’ou
le deuxieme isomorphisme en tant que Z ['/.]-modules. Cet isomorphisme étant
compatible avec I’action de G et celle de Z,, on a bien un isomorphisme de Z,, [G]-
modules. O

Soit / un idéal de Z['/»] [G] et p 4 n un nombre premier. On définit I, = Z, [G] ]
I’idéal engendré par I dans Z, [G].

Proposition 1.4.8. On a des isomorphismes de Z, |G]-modules

I, =1 ® Z,~18Z,.
R

Démonstration. Le deuxieme isomorphisme découle de celui de la proposition
précédente.

On montre le premier a 1’aide de la propriété universelle du produit tensoriel.

On définit ¢ : I X Z,, — Z, [G]I par ¢(x,a) = algx = ax.

Soit M un Z['/x]-module et f : I X Z, — M une application Z ['/.]-bilinéaire. On
peut alors définir i : Z,, [G] I — M en posant h(( Z agg)x) = Z f(gx,ag) pour

tout »), agg € Z,[G] et tout x € I. Soit a = Z agg, b = Z bgg € Z,[G] et

geG geG
X= 2 X8 y= Z veg € I C Z['/x][G] tels que ax = by. Alors pour tout h € G
geG
ona ), AgXg-1)y = Z bgyg 1;,, donc comme f est Z[!/»]-bilinéaire on a
geG
Zf(gx’ dg) = Zf(z Xg1ph. ag) = Zf(h’zxg*'h“g) = Zf(h’zyg*‘hbg)
g€G g€G heG heG geG heG geG
= > flay.by)

geG
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donc 4 est bien définie. L’application /4 est bien Z [!/x]-linéaire, de plus pour tout
(x,a) € I X Zp, on a h(e(x,a)) = h(algx) = f(lgx,a) = f(x,a),donc ho ¢ = f et
une telle application & est unique par surjectivité de ¢.

Ainsi, ¢ induit un isomorphisme de Z ['/»]-modules ¢ : I ® Z,, — Z, [G] I défini par
P(x® a) = ax.

Cet isomorphisme commute bien avec I’action de G et la multiplication par Z,,
c¢’est donc un isomorphisme de Z,, [G]-modules. ]

Proposition 1.4.9. Tout idéal de Z['/.] |G] est un Z['/x]-module libre de type fini.

Démonstration. En tant que Z[!/.]-module, Z ['/.] [G] est libre de type fini. Comme
Z['/n] est principal (en effet, si J estunidéal de Z['/»], J = Z['/]] (U NZ)et JNZ
est un idéal de Z donc principal), tout sous-Z ['/:]-module de Z [!/.] [G] est libre de
type fini, or tout idéal de Z ['/»] [G] est un sous-Z [!/»]-module de Z ['/:] [G], d’ou le
résultat. ]

Corollaire 1.4.10. L’anneau Z /] [G] est noethérien.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, tout idéal de Z['/x] [G] est de
type fini sur Z['/x], donc sur Z['/x] [G]. ]

Plus généralement, on montre de la méme facon que A [G] est noethérien pour tout
anneau noethérien A.

L’idéal I admet donc une base (v;)c[1;,] en tant que Z ['/s]-module.

Proposition 1.4.11. L’idéal 1, de Z,|G] est un Z,-module libre de type fini, il
admet (vi)ie[1,;] comme base.

Démonstration. D’apres les propositions[1.4.8|et[1.4.9] on a les isomorphismes de
Z,-modules suivants :

L~ ® Z,~Z[}] ® Z,~7",
A zZi 7

donc 1, est un Z,-module libre de rang r.
Comme pour tout i € [1;7], v; € I ¢ Z, [G]I et comme Z,, [G] I est un Z,-module,
on a Vectz, ((vi)ie[1:7) € Zp [G] 1.

De plus, pour tout x € ITeta = } asg € Z,[G], on a ax = ag(gx), et
8eG geG

comme / est un idéal de Z, [G], pour tout g € G, gx € [ = Vectz[l/,,]((vi)ie[[l;r]]) C
Vectzp((v,-)l-e[[l;,]]), donc ax € Vectzp((v,-),-e[[l;r]]).

Ainsi, la famille (v);c[1,, est génératrice de /, comme Z,-module, et de cardinal le
rang de I, c’est donc une base. O
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Théoréme 1.4.12. Soit x € Z['/»] [G] tel que pour tout premier p £ n, x € I,.
Alors x € I.

Démonstration. Notons G = {gi, ..., gs}. Pour tout i € [1; 7], il existe (v; ) je[1,] €
N
7 [l/n]S tel que v; = Z Vii&j-
j=1
On définit une application Z-linéaire ¢ : Z['/s]" — Z['/«]® par t,o((a,-),-e[[l;r]]) =
(El aiVi’j)je[[l;s]]

est Z[!/u]-libre et ¢ est injective.
: s 4 . 7r s
Pour tout p 4 n premier, on I'étend en ¢, : Z), — Z,,.

. Comme (v,-),-e[[l;r] est une base de I en tant que Z ['/»]-module, elle

R

Notons x = 2} x;g;. On a x € [ si et seulement si (x;)je[1,s] € Im(p) et x € I,
j=1

si et seulement si (x;) je[1;5] € Im(p)), donc le résultat découle de la proposition

11.4.3] |

Corollaire 1.4.13. Soit I et J deux idéaux de Z['/:] [G].
Alors I = J si et seulement si pour tout nombre premier p ¥ non a Z,[G]1 =
Z, Gl J.

Démonstration. Supposons que pour tout p { n premier, Z, [G]1 = Z, [G] J.

Soit x € J. Alors x € Z['/x][G], et pour tout p { n, x € Z,[G]J = Z,[G]],
donc d’apres le théoréeme précédent, x € I. Ainsi J C I et par symétrie des roles,
I1=J. O

En particulier, en prenant n = 1, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 1.4.14. Soit I et J deux idéaux de Z [G].
Alors I = J si et seulement si pour tout nombre premier p on a Z, [G11 = Z, [G] J.

1.4.3 p-partie et cohomologie

Dans cette section nous allons voir que cohomologie et p-partie d’'une G-module
commutent.

Proposition 1.4.15. Soit M un G-module.
Alors on a les égalités suivantes :

I6(M®Z,) = (IM)®Z,,
(M®Z)° =M°e1Z,
Nemez, M ®Zy) = Nou(M)®Zp,
Ker(NG.mez,) = Ker(Ng.m) ® Z),.
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Démonstration. En effet, pour tout x € I et tout ), m; ® aj, on a x ), m; ® a; =

1 l
2, xm; ® a;, donc par linéarité I6(M ® Zp) = (IcM) ® Z), et Ng,mez,(M ® Z)) =

Ng (M ® Zp) =NgM ®Z, = Ng.u(M) ® Z,. De plus, pour tout g € G, en notant
g : M — M définie par ¢,(m) = (1 — g)m, comme Z, est un module Z-plat,

G
on a Ker(p; ® idz,) = Ker(pg) ® Z), donc (M®Zp) = NgecKer(pg ® 1dz,) =

NgeG (Ker(gog) ® Zp) = M®® Zp. Enfin la platitude de Z, implique directement
Ker(NG,M®Z,,) = Ker(NG,M) ® Zp. [m|

Ceci va nous permettre de déduire le comportement des groupes initiaux de coho-
mologie vis-a-vis de la p-partie.

Corollaire 1.4.16. Soit M un G-module.
Alors on a les égalités suivantes

A'G,M®Z,) ~HG,M)®Z,
A ' G, M®Zy)~H (G, M) ®Z,.

Démonstration. D’apres la proposition[I.4.6|sur le quotient des p-parties, on déduit
de la proposition précédente les égalités suivantes :

AG,M®1Z,) = (M®Z,)° /N uez,( M ®Zp) = M® @ Z,/ No.u(M) ®Z,,
~ (M°INou(M)® Z, = H'(G, M) ® Z,,

A (G, M ®Z,) = Ker(Ng maz,)/ (M ® Z,)) = (Ker(Ng m) ® Z))/(IgM ® Z,)
~ (Ket(Ng.m)/IcM)® Z, = H" (G, M) ® Z,,.

O

Nous pouvons ensuite en déduire le comportement de tous les groupes de cohomo-
logie.

Proposition 1.4.17. Soit M un G-module et i € Z.
Alors H(G,M ®Z,) ~ H(G,M)®Z,.

Démonstration. Considérons un suite exacte de G-modules

O->M-—->N-—->P—>O0.
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Alors la suite infinie

= H(G,M) - H(G,M') - A(G,M") - ... » A°(G,M) — B G, M)
- HG,M") > ... » B/(G,M) - A(G,M') - B/(G,M") — ...
est exacte. Et comme Z,, est un Z-module plat, on obtient I’exactitude de la suite
suivante :
..o HG.MeZ,—»H G M)Z, - H(G.M")RZ, - ...
- HG,MeZ, - H G, M)®Z, » A (G, M")®Z, — ...
- H(G,M®Z, > H (G M)®Z, > H(G,M")®Z, — ...
Ainsi, le corollaire précédent et I’unicité de la construction des groupes de cohomo-

logie fournissent le résultat souhaité. O

En particulier, si M est un G-module cohomologiquement trivial, M ® Z, en est
également un.

1.5 Partie moins

Dans cette section, p désigne un nombre premier impair. On suppose que G possede
un élément d’ordre 2 que 1’on fixe et que 1’on note 7.

Définition 1.5.1. Soit M un G-module. On appelle partie moins de M et on note
M~ le sous-module de M suivant :

M~ ={m e M tel que T(m) = —m}.
Le but de cette section est de donner certaines propriétés de la partie moins.

Proposition 1.5.2. Soit M et N deux G-modules.
Alors
MeN) =M &N".
Démonstration. Cela provient du fait que pour tout (m,n) € M & N, on a (1 +
T)(m,n) = (1 +)m, (1 + 7)n). O

Proposition 1.5.3. Soit M un G-module et F un sous-groupe de G.
Alors ~
(0 = oy
et
Ker (Npm)™ = Ker (Npy-) .
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Démonstration. (MF)_ =MFnM =M ) et

Ker(Npy)~ = Ker (Ngy) N M~ = Ker (Npy-). O
On remarque que si M est un Z, [G]-module et si 7 € F, alors (MF )_ = 0. En effet,
sim € (MF)_, onat(m)=mcarme M ett € F,ett(m) = —-mcarm € M~,

donc 2m = 0, et comme M est un Z,, [G]-module avec p # 2, onam = 0.

Proposition 1.5.4. Soit M un Z,, [G]-module.
Alors M~ = (1 -1)M = 5ZM.

Démonstration. Si m € M, alors (1 — ©)m) = (tr — )m = —(1 — 7)m, donc
(l-tmeM et(l-T)MC M.

Sim e M, comme p # 2, alors m = w = (1 -7 € (I - 7)M. Donc
M~ c(l-1)M.

De plus, comme p # 2 et comme M est un Z, [G]-module, ona M = %M. O

On en déduit alors que la partie moins et la p-partie commutent :

Proposition 1.5.5. Soit M un G-module.
Alors ~
(MeZ,) =M ©L,.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, comme M ® Z, est un Z,, [G]-
module,

(MeZ,) =(1-1)(M®Z,)=(1-1)ML,
Or (1 +7)(1-7) =0,donc (1 -7)M C M~. Onaalors (M®Z,) C M ®Z,.

De plus (1+7) (M~ ®Z,) = (1+7)M~®Z, = 0,donc M~ ®Z, C (M®Z,) . O

Notation. On note e~ = 1T‘T e Z['1]G].

On remarque que e~ € Q[G] et pour tout p premier impair, e~ € Z, [G].

Proposition 1.5.6. Le Z, [G]-module Z,, (G|~ muni de la multiplication de Z, [G]
est un anneau commutatif d’unité e”.

Démonstration. D’apres la proposition , onaZ,|[G]” = e Z,[G], et e’ =
e . O
On a un comportement identique sur Q [G] :

Proposition 1.5.7. Le Q [G]-module Q [G]™ muni de la multiplication de Q [G] est
un anneau commutatif d’unité e”.
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En revanche, le G-module Z [G]™ muni de la multiplication de Z [G] n’est pas un
anneau. En effet, supposons par I’absurde que Z [G]™ admette une unité e, comme
l1-7t€Z[G] ,onae(l-7)=1—-1,0re(l —7) =e+e = 2e, donc 2e = 1 — 7, mais
% ¢ Z|[G],donc e ¢ Z[G]™, d’ou I’a contradiction.

Ainsi, on considérera plutot 1’anneau suivant, qui n’est pas inclus dans Z[G] :

Définition 1.5.8. On note Z[G]™ = e"Z[G] C Q[G] et on le munit de I’addition et
de la multiplication de Q [G].
C’est un anneau commutatif d’unité e”.

On remarque que Z [G]™ = 2Z [G]".

Proposition 1.5.9. Soit M un Z,, [G]-module.
Alors (NG,M(M))_ = NG,M- (M_) et(IcM)™ = I (M_)

Démonstration. Comme G est abélien, on a :
- Ne.uM))” = (1=0)Ngu(M) = Ngu((1-1)M) = Ny (M™) = Ng.u- (M™),
- UgM)” =1 -1)UcM) = I (1 = T)M) = I (M~).

O

Proposition 1.5.10. Soit 0 — M, ﬁ> M, E> M3 — 0 une suite exacte de Z, [G]-
modules.

Alors, 0 — (1 + )M, g (1+71)M;, g (1 + )Mz — 0 est exacte.

Démonstration. fi et f> sont les restrictions de fi et f>, on a donc :
— fi estinjective car f; est injective.
— Comme Im(f}) c Ker(f>), f> o fi =0, donc fg o fl = 0 puis Im(ﬂ) C Ker(fz).
— Soit (1 + 7)m € Ker(f>). Comme Ker(f>) c Ker(f>) = Im(f)), (1 + 7)m = fi(n),
avecn € M.
Or(1+7)?% =2(1+7).donc (1+7m = (1+7?% = 1+ = fi (1 +1)%) €
AW +1)My) = Im(f)).
Donc Ker(f>) € Im(f;).
— Soit m € M3. L’application f, est surjective, donc m = f,(n), avec n € M, donc
(1 +1)m = f2((1 + 7)n) = H((1 + T)n). Ainsi, f> est surjective.
]

Proposition 1.5.11. Soit 0 — M; — M — M3 — 0 une suite exacte de Z, [G]-
modules.

Alors, 0 — M - M; — M3‘ — 0 est exacte.

Autrement dit, le foncteur ¥ -, défini par ¥~ (M) =M~ et F () = [~ = f|1}:;, pour
tous Z, [Gl-modules M et N et tout morphisme de Z, |G|-modules f : M — N,
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est un foncteur exact de la catégorie des Z,[G]l-modules vers la catégorie des
Zp, [G]-modules.

Démonstration. D’apres la proposition précédente,
O-Ad+M, -1 +7)M; > (1+1)M3 =0
est exacte, donc on peut appliquer le lemme du serpent aux suites
0O->M —» M, > M;—0,

O-0+)M, > (1+1)M, > (1+7)M3 — 0.

Comme pour tout i € [1; 3], Ker (1 +7: M; — (1 + 7)M;) = M; etCoker (1 + 7 : M; — (1 + 7)M;) =
0, on obtient I’exactitude de la suite

0->M - M, >M;—0.
O

On peut également démontrer directement cette proposition en utilisant le fait que
pour tout Z, [G]-module M, on a M~ = (1 — 7)M et en procédant de maniere
analogue a la proposition précédente.

Corollaire 1.5.12. Soit M un Z, [G]-module et N un sous-module de M.
Alors (M/[N)” = M~ /N".

Proposition 1.5.13. Soit F un sous-groupe de G, M un Z, [G]-module et i € Z.
Alors Hi(F,M™) = H'(F, M)".

Démonstration. On procede de maniere analogue a la preuve de :

Les propositions [1.5.12] [T.5.3] et [T.5.9] permettent d’obtenir le résultat pour i =
Oet —1.

Puis la proposition|[I.5.11| permet de construire la suite exacte infinie des groupes
de cohomologie de M~ comme étant les parties moins des groupes de cohomologie
de M. |

Dans le cas particulier ou T € F, ce groupe est alors trivial.

En combinant ce résultat a celui de la partie précédente, on obtient :

Proposition 1.5.14. Soit M un G-module et F un sous-groupe de G.
Alors, pouri€Z, ona H(F,(M ® Zp)”) = (H{(F,M)® Zp)™.

Et en particulier, on a :
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Proposition 1.5.15. Le G-module Z, [G]~ est cohomologiquement trivial.

Démonstration. Soit F un sous-groupe de G et i € Z. Comme Z[G] est un G-
module cohomologiquement trivial, on a H'(F, Z[G]) = 0. Donc d’apres la propo-
sition précédente H'(F,Z, [G]") = H'(F,(Z[G1®Z,)") = (H(F,Z[G])®Z,)” =
0. m|

1.6 Idéal de Fitting

Dans cette partie, on rappelle et démontre les propriétés générales des idéaux de
Fitting que I’on trouve par exemple dans 1’appendice de [MW84], puis on établit un
principe local-global pour les idéaux de Fitting dans le cadre des anneaux de groupe
Z['/m[G].

On désigne par A un anneau commutatif et par M un A-module de type fini. On
note f : A" — M une application A-linéaire surjective, ol r € N.

Définition 1.6.1. L’idéal de Fitting de M sur A est I’idéal de A engendré par les
det(vy, ..., v;) ot les v; parcourent Ker(f), on le note Fitty(M).

Il s’agit ici de 1’idéal de Fitting initial, ou zéroieme idéal de Fitting. Pour la défini-
tion générale du n-ieéme idéal de Fitting et les démonstrations de ses propriétés, on
peut se référer a [Nor76].

Commengons par montrer que 1’idéal de Fitting est bien défini indépendamment du
choix de la surjection f.

Lemme 1.6.2. Soit | : A™' — M une application A-linéaire telle que pour tout
(ai,..,a,) € A" onal(ay,..,ar0) = f(ay,..,a).
Alors les surjections f et | fournissent le méme idéal de Fitting.

Démonstration. Comme f est surjective, il existe b = (by,...,b,) € A" tel que
lo,...,0,1 = f(by,...,b,). Pour tout (ay,...,a,+1) € A on al(ay,...ar41) =
flai +ars1by, ...,ar + ars1by).

Soit (ay,...,ar+1) € Ker(l), alors (a; + ay+1b1,...,ar + ar+1b,) € Ker(f), donc
(als sees ar+l) = (al + ar+lbl’ e ar + ar+lbr, 0) + ar+l(_bl, ALRT) _brs 1) € VeCtA(B)
ou B = Ker(f) X {04} U {(=b, 1)} et Ker(l) C Vecta(B).

Réciproquement, /(-b, 1) = (0, ...,0,1) — f(b) = 0 et Ker(f) x {04} c Ker(l), donc
par linéarité Vects(B) C Ker(/) et Ker(l) = Vects(B).

Soit wy,...,w,+1 € B. Alors si det(wy, ..., wry1) # 0, exactement un (w;) est égal
a (=b, 1), donc on peut supposer que pour tout i € [l;r], w; = (v;,0) avec
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v; € Ker(f) et w41 = (=b, 1). En développant par rapport a la derniere ligne, on a
det(wr, ..., wy41) = det(vy, ..., v,). On a donc det(B"+!) c det(Ker(f)"), et par linéa-
rité du déterminant, Vecty (det(Ker(l)"*1)) = Vect(det(B"*!)) c Vects(det(Ker(f)")).
Réciproquement, si vy, ..., v, € Ker(f), det(vy, ..., v,) = det((vy,0), ..., (v, 0),(=b, 1)) €
det(Ker(1)"*!), donc Vecty(det(Ker(l)™*!)) = Vecty(det(Ker(f)")). ]

Proposition 1.6.3. Soit h : A* — M une surjection A-linéaire, ot s € N.
Alors idéal de Fitting de M fourni par h est égal a celui fourni par f.

Démonstration. On définit une troisieme surjection [ : A — M par I(v,w) =
f() + h(w) pour tout v € A" et tout w € A®. On déduit par récurrence du lemme
précédent que / fournit le méme idéal de Fitting que f d’une part, et que /& d’autre
part. Ainsi, f et h fournissent le méme idéal de Fitting. O

L’idéal de Fitting représente un certain raffinement de 1’annulateur, comme 1’indique
la proposition suivante.

Proposition 1.6.4. Notons Anng(M) = {a € A tel que am = Oy pour tout m € M}
I’annulateur de M sur A.
Ona

Anny(M)" c Fittga(M) € Anng(M).

Démonstration. Soit ay, ....,a, € Anng(M). Notons (e;) jc[1;,] la base canonique de
A’ et pour tout j € [1;r], notons v; = aje; € A. Alors pour tout j € [1;7], on a
fOj)=a;f(ej) = Oy car a; € Anny(M), donc det(vy, ..., v,) = aj...a, € Fitty(M).
Soit vy, ..., v, € Ker(f), on note V € M,(A) la matrice dont la j-iéme colonne est
le vecteur v;. On note h : A" — A" I’application A-linéaire dont la matrice dans la
base canonique est V et/ : A" — A’ celle dont la matrice est la transposée de la
comatrice de V.

Pour tout a € A", on a h o l(a) = det(V)a, donc det(V)f(a) = f(det(V)a) =
f(hol(a)) = 0y car Im(h) = Vecty(vy, ..., vr) C Ker(f), or f est surjective, donc
det(V) € Anng(M) et comme Anng (M) est un idéal de A, par linéarité, Fitty (M) C
Anny(M). ]

Proposition 1.6.5. Soit N un deuxieme A-module de type fini.
Alors
Fitt4 (M & N) = Fitt4(M)Fitt4(N).

Démonstration. Soit h : A* — N un morphisme A-linéaire surjectif.

On définit [ : A™* — M@®N par l(a, b) = (f(a), h(b)). On a Ker(l) = Ker(f)x{04s}®
{04rxKer(h)}. Comme le déterminant est multilinéaire et alterné, Fitt4 (M @®N) est en-
gendré sur A par les det((a;, 0), ..., (@, 0), (0, b1), ..., (0, by)) avec a; € Ker(f)eth; €
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Ker(h). Pour que ces déterminants soient non nuls, on a nécessairement r’ = ret s’ =
s, et donc det((ay,0),...,ab,,0),(0,by),...,(0,by)) = det(ay,...,a,) det(by, ..., by).
Donc par linéarité, Fitts (M & N) = Fitta(M)Fitta(N). |

Proposition 1.6.6. Soit I un idéal de A.
Alors

Fitta(A/]) = I.

Démonstration. Soit f la projection de A sur A/I. L’application f est surjective et
Ker(f) = I, donc Fitt4(A/I) = Vecta(Ker(f)) = Vecta() = I. m|

En combinant les deux propositions précédentes, on obtient le résultat suivant, qui
concerne en particulier les idéaux de Fitting de tout module sur un anneau principal.

Corollaire 1.6.7. Supposons qu’il existe des idéaux 11, ..., 1, tel que M soit iso-
morphe a A/} ® ... ® A/l, comme A-module.
Alors

Fitta(M) = I...1,.
Dans certains cas, on peut en déduire un résultat sur les cardinaux.

Proposition 1.6.8. Soit A un anneau principal infini et M un A-module fini.
Alors

card(A/Fitt4(M)) = card(M).

Lemme 1.6.9. Soit A un anneau principal et c,d € A \ {04}.
Alors

card(A/cdA) = card(A/cA)card(A/dA).

Démonstration. Le morphisme de A-modules ¢ : A/cdA — A/cA défini par ¢(a +
cdA) = a + cA est surjectif, de noyau Ker(¢) = cA/cdA donc

card(A/cdA) = card(A/cA)card(cA/cdA).

Le morphisme de A-modules ¢ : A — cA/cdA défini par Y(a) = ca + cdA est
surjectif. Comme A est integre et ¢ non nul, ker(i) = dA, donc

card(cA/cdA) = card(A/dA).
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Démonstration de la proposition. D’apres le théoréme de structure des modules de
type fini sur les anneaux principaux, il existe m € Net ay, ..., a,, € A tels que

M=~Ala|A®..®A/a,A.

Comme A est infini et M est fini, les a; sont non nuls, donc d’apres le lemme
précédent, on déduit par récurrence que

card(M) = card(A/aA)...card(A/a,,A) = card(A/a,...a,A).
D’apres le corollaireFittA(M) =ajA...a,A = ay...a,A, donc on a bien
card(A/Fitt4(M)) = card(M).
O

En particulier, ce résultat s’applique sur les anneaux d’entiers de corps de nombres
lorsqu’ils sont principaux, ainsi que sur les anneaux de valuation discrete.

Proposition 1.6.10. Soit B une A-algebre associative.
Alors
FittB(M§) B) = B Fitty(M).

Démonstration. Comme le produit tensoriel est exact a droite et comme A® ® B est
A

isomorphe a B en tant que B-module, on a la suite exacte de B-modules suivante :

h I
Ker(f)§>8—> B> M®B — 0,
A

N
avec h((ay, ...,as) ® b) = (a1b, ...,asb) et (by,...,bs) = >, f(e;) ® b; ol (e;) est la
i=1

base canonique de A°®.
On a alors Ker(/) = Im(h) = Vectg(Ker(f)), donc par multilinéarité du déterminant,

Fittg(M %B) = Vectp(det(Vectg(Ker(f))*)) = Vectg(det(Ker(f)*)) = B Fitta(M).
O

Corollaire 1.6.11. Soit B une A-algébre et M un A-module.
On a alors I’isomorphisme de A-modules suivant

Fittg(M % B) =~ Fitty (M) §> B.
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Démonstration. D’apres la proposition @ on a Fitty (M)% B ~ B Fitty(M) et

donc le résultat découle de la proposition précédente. O

Nous pouvons également déduire de la proposition précédente un résultat concernant
la partie moins.

Corollaire 1.6.12. Soit p un nombre premier impair et M un Z,, [Gl-module.

Alors on a
FittZP[G]f(M_) = e_FittZP[G] (M)

Démonstration. D’apres la proposition |1.6.10, comme Z, [G]™ est une Z, [G]-
algebre associative, on a

Fittz,(6-(M |8 Z,[G]") = Z,[GI Fittz, (M) = ¢”Fittz, 6)(M).
P

M ® Z,[GI =M & ¢ Z,[Gl=eM & Z,[G]=e M,
p[G] ZylG] Z,[G]
donc
FittZP[G]f M) = FittZP[G]i(MZ(%G] Zp [G]) = €_FittZP[G](M).
P

On en déduit également un principe local-global sur les idéaux de Fitting.

Théoréme 1.6.13 (Principe local-global des idéaux de Fitting.). Soit M unZ ['/:] [G]-
module de type fini et I un idéal de Z['/x] [G].

Alors Fittzp,i61(M) = 1 si et seulement si pour tout p 1 n premier Fittz, 6)(M &
Zp) =Z,|G] 1

Démonstration. D’apres la proposition|1.4.13| on a Fittzp,j61(M) = I si et seule-

ment si pour tout p 4 n premier Z, [G] Fittzp,)6/(M) = Z,, [G] 1. D’apres la propo-

sition |1.6.10}, on a Z, [G] Fittzp,j.61(M) = Fitth[G](M ;X) Z, [G]), et comme

Z['/IG]

M }X) Z,|G]l et M %)Zp sont isomorphes en tant que Z, [G]-modules, on a
Z['1IG]

Zp, |G Fittzpy161(M) = FittZP[GJ(Mgzp), d’ou le résultat. m|
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Chapitre 2

Y-composantes

Soit G un groupe abélien fini, p un nombre premier, G, = Syl (G) le p-Sylow de G
et A un supplémentaire de G,.

2.1 Caracteres p-adiques et idempotents

2.1.1 Caracteres irréductibles sur Q, ||

Soity : G — @; un @p—caractére irréductible de G. Comme G est abélien et @p
algébriquement clos, il s’agit d’un caractere linéaire.

Notation. On note Q,, [x] I’extension de Q, engendrée par les valeurs prises par y,
Q, [x] est donc un corps cyclotomique local. On note Z, [y] son anneau des entiers,
qui est engendré sur Z,, par les valeurs prises par .

On dit que y est un Q, [y]-caractere irréductible. Et comme les valeurs prises par
x sont des racines de I'unité, on a y : G — Z, [x]" et on peut aussi parler de
Z, [ x]-caractere irréductible.

Notation. On note Xj,, I’ensemble des @p—caractéres irréductibles de G.

Définition 2.1.1. On dit que deux @p-caractéres irréductibles y : G — @; et
Y :G— @; sont conjugués s’il existe o € Gal(@p/Qp) tel que ' = oy.

1l s’agit d’une relation d’équivalence et on note C, la classe d’équivalence d’un
caractere .

37
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On remarque que deux caracteres y et y’ sont conjugués si et seulement s’il existe
o € Gal(Q, [x] /Q,) tel que x* = oy, ce qui implique en particulier que si deux
caracteres y et x” sont conjugués, on a Q, [x] = Q, [x'].

OnadoncC, = {cr)(, avec o € Gal(Q, [x] /Qp)}.

Définition 2.1.2. On définit ainsi ’idempotent associé a y
1 -1
= — G].
% = a0 gEeGX(g )g € Qy [x][G]

Si p ne divise pas I’ordre de G, on a e, € Z,[x][G].

Proposition 2.1.3. La famille composée des e, pour tous les y € Xy est un systeme
fondamental d’idempotents orthogonaux :

1. pour tout y € Xy, on a e)z( = e,
2. pour tout x # x' € Xir, ona e e, = 0,

3.ona ), e =lg.
XEXirr

Démonstration. Soit y, ¥’ € Xjy, on a

/ -1 -1\ 7¢1,—1 _ 1 P
%™ iy ggc hg'GX(g W )gh = card(G)? ggG hgc)((hg W (g
_ 1 -1 .
= maor 2 (2 xtox () e
Sixy=x",ona % x(hy(h™") = card(G) donc e} = e,
heG

Siy#x’.ona ¥ x(hy'(h™") =0, donc ¢}e, = 0.
heG

Ona Y e, = mggc( % xh)e.

X EXirr XEXirr
Or Y x(lg) = card(Xjy) = card(G) et ), x(g) = O pour tout g # 15, donc
X EXirr XEXirr
Z ey = 1(;. m}
X EXire

2.1.2 Caracteres irréductibles sur Q,

On s’intéresse dans cette section a des caracteres ¢ qui sont irréductibles sur Q,,
dont la dimension n’est donc en général plus égale a 1. Dans un premier temps, on
se placera dans un cadre plus général que Q, qui pourra ainsi s’appliquer aussi bien
aQqu’a Q. On suppose donc que K est un corps de caractéristique 0.
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Notation. Pour tout y caractére irréductible de G sur K, on note K [y] I’extension
de K engendrée par les valeurs de y, G, le groupe de Galois de K [y]| /K et ¢, =
trg, [v]/Q, () = (rez:G oy la somme des conjugués galoisiens de y.

On va chercher a démontrer que ¥, est un caractere de G irréductible sur K.

Lemme 2.1.4. Soit y un caractére de G irréductible sur K.
Alors ,, est un caractere de G défini sur K.

Démonstration. Notons { une racine n-ieme primitive de 1’unité telle que K [y] =
K(),m=[K|[x]: K]eto,...,omles éléments de G, = Gal(K [y] /K) = Gal(K({)/K).
Pour tout j € [1;m], on pose xj = o jx et p; la représentation de K x| de dimension

1 associ€e. On définit la représentation p, = p1 @ ... ® p,, de dimension m dans la
base canonique de K [y]".

Pour tout i € N*, posons v; = (O'J'({)i_l)je[[l-m]}'

Comme det(vy, ..., vy) = H (o'j(g) - O'jf({)) # 0, les vecteurs vy, ..., v, forment

£
une base de K [y]".
De plus, pour tout i > m, il existe ay, ..., a,, € K tels que {i =a +ayl+... +am§’”‘1.
Comme les conjugués galoisiens de ¢ vérifient la méme relation, pour tout j € [1; m],
ona crj(g)" =a1+a0i({)+..+ am(Tj(f)m‘l, doncv;, =ajvi +axva + ... + apvy, €
Vectg (v, ...Vin).
Soit g € G, il existe d € [0,n — 1] tel que y(g) = £¢. Pour tout j € [1;m], on a
xi(8) = (¢ = o).
Soiti € [1;m],on a

@00 = (i) (71 O™)) 1y = W@THOT) = (@)

= Vi+i € Vectg(vi, ...vi).

Jjelt;m]

En exprimant la représentation p, dans la base v, ..., v;,, on montre donc qu’elle est

définie sur K, ce qui prouve que ¢, = », oy estun caractere défini sur K. O
0eGy

Lemme 2.1.5. Soit  un caractere de G défini sur K et v = y1 + ... + x5 sa
décomposition en caracteres irréductibles sur K. On note Y| le caractere de G sur

K défini par iy = ), oxi.

0€Gy,
Alors il existe un caractere | de G sur K tel que y =, + ).

Démonstration. Comme ¢ est un caractere défini sur K, pour tout o € G, on a
oy =, donc par unicité de la décomposition en caracteres irréductibles sur K, il
existe j, € [1;s] tel que oy = xj,. Or les oy, sont distincts, donc ¢ = 1 + ¢/,
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avec ¢} = 2. x; ot la somme parcourt les indices qui ne sont pas des j;-.
J

Soit p une représentation sur K de G de caractere . Comme la décomposition en
caracteres irréductibles de ¢ sur K [y ] ne fait intervenir que des caracteres présents
dans celle de ¢, ¥ est associé a une sous-représentation p; de p sur K [y1]. D’apres
le lemme précédent, | est un caractere de G défini sur K donc sa représentation
associée p; est une représentation définie sur K, c’est donc une sous-représentation
de p sur K. On note p/ une sous-représentation de p orthogonale a p1, son caractere
est /|, donc /] est bien un caractere de G sur K. m|

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 2.1.6. Soit s un caractere de G irréductible sur K et xy, un caracteére de
la décomposition de  en caractéres irréductibles sur K.
Alorsy = 3 oxy.

("GG)(,p

On peut alors démontrer le résultat souhaité.

Proposition 2.1.7. Soit y un caractére de G irréductible sur K.
Alors ¢, est un caractere de G irréductible sur K.

Démonstration. On a démontré dans le lemme 2.1.4que ¥, est un caractére de G
défini sur K. Soit ¢ le sous-caractere irréductible sur K de ¢, dont la décomposition
en caracteres irréductibles sur K contient y. D’apres le corollaire précédent, on a

alors ¢ = EG] ox = y,, donc ¥, est irréductible sur K. |
ge Xy

Notation. Siy : G — Q, est un Q,-caractere irréductible, y, désigne un @p—

caractere irréductible tel que y = 3. x’. On note alors Cy, = C,,,, qui ne dépend
)(’GCXw
que de ¢ et non du choix de yy.

Définition 2.1.8. Soit ¢ : G — Q, un caractére de G irréductible sur Q,. On
définit ainsi I'idempotent associé a

1 _
ey = Ze)(:mgze(;lﬁ(g Ng € Q,[G].

X€Cy

Si p ne divise pas I’ordre de G, on a ey, € Z, [G].
Notation. On note Xirr @, I’ensemble des Q,-caracteres irréductibles de G.

Proposition 2.1.9. La famille composée des ey, pour tous les € Xing, est un
systeme fondamental d’idempotents orthogonaux :
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1. pour tout r € Xirr,Qp, ona ei = ey,

2. pour tout g # ¢’ € Xing,, on a etl/ef/, =0,
J.ona ) ey =lg.
‘peXirr,Qp

Démonstration. On déduit cette proposition de la proposition [2.1.3]sur 1’idempo-
tence des caracteres Q,-irréductibles.
Soit ¢ € Xirrg,, ONn @

elzp=( Z EX)ZZ Z €y = €y.

X€ECy " X€Cy,,

Soit ¢ # ¢’ € Xirg,- Comme Cy N Cyr = 0, pour tout y € Cy et tout y’ € Cys, on a
ee, = 0, on en déduit

Enfin,

S =Y Y=Y -l

wEXirr,Qp wEXirr,Qp Xecl// XGXirr

2.2 y-composantes

Dans toute cette section, G désigne un groupe abélien finiet y : G — Q; désigne
un caractere p-adique irréductible de G.

Définition 2.2.1. Soit M un Z, [x|-module.

On peut munir M d’une structure de Z, [G]-module en faisant agir G via y : pour
toutm € M et g € G, on pose gm = y(g)m.

Un Z,[x1[G]-module dont I’action de G est donné par yx est dit x-isotypique.
Lorsqu’on munit Z, |x| de sa structure de Z,[x][G]-module x-isotypique, on le

note Z, [x].

Définition 2.2.2. On note I, I'idéal de Z,[x][G] engendré par les éléments x(g)—g
ou g parcourt G.

Remarques. — Un Z,[y] [G]-module est y-isotypique si et seulement si son annu-
lateur contient /.
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— Si M et N sont deux Z,[y][G]-modules y-isotypiques, f : M — N est un
morphisme de Z, [G]-modules si et seulement si ¢’est un morphisme de Z, [x]
modules.

I existe plusieurs manieres d’associer un Z,[y][G]-module y-isotypique a un
Zp, [G]-module. Ces Z,[x][G]-modules s’appellent les y composantes du module
et sont définies dans les paragraphes qui suivent.

2.2.1 y-quotient

Théoréme-Définition 2.2.3. Soit M un Z, [G]-module.

11 existe un Zp, [x]-module M, et une application Z, [Gl-linéaire ¢ : M — M,

vérifiant la propriété universelle suivante :

pour tout Z,| x| [G]-module x-isotypique N et pour toute application Z,, [G]-linéaire

f M — N, il existe une unique application Z, [x|-linéaire h : M,, — N telle que

hog=f.

Ce Zp, |x|-module M, est unique a isomorphisme preés, il s’agit de MZQ?G] Zp [x]
P

et U'application ¢ = go)ly : M — M, est donnée par o(m) = m® 1. La struc-
ture de Zp, [x]-module de M _® Z, x| est donnée par multiplication a droite : si
ZylG]

A€Zyx] onaAim®@a) =m® Aa.

On appelle M,, = MZQ[bG] Zp |x] le x-quotient de M.
P

On remarque que la structure de Z,, [y]-modulede M ® Z, [x] est bien compatible
Z,[G]

avec sa structure de Z,, [G]-module : si g € G, ona y(g)(m®a) = mey(g)a = g(m®a).
M, est donc un Z,[x][G]-module y-isotypique.

Démonstration. Montrons d’abord 1'unicité a isomorphisme de Z, [x]-modules
pres.

Soit 7\/7 un Z, [y]-module et ¢ : M — ﬁ vérifiant également la propriété uni-
verselle. D’apres la proprlete universelle de M, il existe h : M, — M telle que
ho g = @. D’apres celle de M il existe A : M — M, telle que ho ¢ = ¢, donc
hoho © = ¢. Or d’apres la propriété universelle de M, , il y a une unique application
Z, [x]-linéaire ¢ : M, — M, telle que ¢ o ¢ = ¢, c’est Iidentité, donc hoh = idy,
et de la méme facon, ho h = idﬁ;, donc M, et M, sont isomorphes.
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Montrons maintenant que M ® Z, [x] et : m — m® 1 vérifient cette propriété
Z,[G]

universelle.

Soit N un Z,[x][G]-module y-isotypique et f : M — N une application Z, [G]-
linéaire. Alors on peut définir une application Z,, [G]-bilinéaire fy : MXZ, [x] = N
en posant fy (m, a) = af(m). D’aprés la propriété universelle du produit tensoriel,

ennotant iy : M X Z,[x] = M ® Z,|[x], il existe une unique application Z, [G]-
E— Zy[G]

linéaire h : MZQ[DG] Zp [x] = N vérifiant ho y = fp.
P

En notant i; : M — M X Z,, [x], définie par i;(m) = (m, 1), on a ¢ = ¢ o i;, donc
hop=hoyoii=fyoir=fooir=f.

Réciproquement, si i’ vérifie b’ o ¢ = fy o i; = f, elle vérifie également A’ o Y = fp,
donc par unicité d’une telle fonction, &’ = h.

II existe donc une unique application Z,, [G]-linéaire h : M}, — N telle que hoyp = f.
Et comme £ est une application Z, [G]-linéaire entre deux Z,[x] [G]-modules y-
isotypiques, elle est Z,, [x]-linéaire. m|

Remarque. On remarque que go)’é” est une surjection de M sur M, . En effet pour
toutme Mettoutg € G,onam® y(g) = gm® 1, donc par linéarité tout élément

deM ® Zp[x]sécritm®1 = go)/;” (m) pour un m € M (non unique en général).
Z,[G]

Exemple. Si M = 7Z/pZ est Z, [G]-module tel que pM = O sur lequel G = Z/pZ
agit trivialement, alors pour tout caractere irréductible y non trivial, ona M, ~ M.
En effet, si on fixe g € G \ {15}, on peut définir une application Z, [G]-bilinéaire

p-l N p-l .
l: MXZp[x] = M en posant l(m, > /li)((g)’) = > A4m.Si Y, 4ix(g)' =0, comme
— i=0 i=0 i=0

le polyndme minimal de y(g) est E}l X', nécessairement il divise 1‘72—:1 A; X', et comme
ces deux polyndmes sont de mémlez(()iegré, on en conclut que pourlt:(())ut i€[0,p—1],
on a A; = Ag et ainsi, pz_]l Aim = dgpm = 0. L’application / est donc bien définie, de
plus elle est Z,, [G]—bﬁi(iléaire car G agit trivialement sur M. On a donc une appli-

p-1 . -1
cation Z, [G]-linéaire f; : M, — M telle que fi(m® ¥, Ax(g)') = %, Aim.Ona
i=0 i=0

alors f; 090)?4 = idyy, donc <p)1y est injective et réalise un isomorphisme entre M et M,

Si f: M — N est un morphisme de Z, [G]-modules, comme gof;’ of :M — N,
est Zy, [G]-linéaire comme N, est y-isotypique, par définition de M, il existe une
unique application Z, [y]-linéaire f, : M, — N, telle que f, o ¥ = ¢ o f. Elle
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est donnée par f,(m® 1) = f(m) ® 1.

Proposition-Définition 2.2.4. On définit le foncteur covariant F, de la catégo-
rie des 7, [G]-modules vers la catégorie des Z,[x|[G]-modules x-isotypiques en
posant F,(M) = M, pour tout Z,, [Gl-module M et F,(f) = f, pour tout Z, [G]-
morphisme f.

Démonstration. Si f : M — N etg : N — P sont des Z,, [G]-morphismes, comme
geofeopy = gXOAs;]YVOf = ¢y ogo f,onabien F(go f) = gy o fy = Fy(g) o Fy(f)-
Et comme idyy, o Py = ga)’y oidy, on a bien F (idy) = idy, , donc ¥ est un foncteur
covariant. |

Proposition 2.2.5. Le foncteur ¥, est exact a droite.

Démonstration. Soit0 - M — N — P — 0 une suite exacte de Z, [G]-modules.
La suite de Z,[x][G]-modules M, — N, — P, — 0 est exacte comme suite de

Z, [G]-modules par exactitude a droitede — ® Z, [x], donc elle est exacte comme
oG

suite de Z,[x] [G]-modules. m]

Proposition 2.2.6. Si y et ¥’ sont conjugués, le y-quotient et le y’-quotient sont
naturellement isomorphes comme Z, [G]-modules.

Démonstration. Soit o € G, tel que x’ = oy. Comme o induit un isomorphisme
de Z,-modules entre Z,, [y] et Z,[x’], et comme pour tout g € G et tout x € Z,, [x],
on a o(gx) = o(x(g)x) = x'(g)o(x) = go(x), on en déduit que o induit un
isomorphisme de Z, [G]-modules entre Z), [x] et Z,[x’]. Ainsi, pour tout Z, [G]-

module M on a un isomorphisme de Z, [G]-modules entre M, et M,, donn€ par

oum®x(g)) =mex'(g).
Si f: M — N est un morphisme de Z, [G]-modules, pour toutm® 1 € M,, on a

on(fm@ ) =on(fm)® 1) = f(m)®1 = fr(m®1) = fr(eu(m® 1)).

On a donc le diagramme commutatif suivant

£
M, —— N,

Jow | Lo

A
M, —— Ny

donc les o fournissent un isomorphisme naturel entre les foncteurs O, o F, et
Oy o F,, ou O, désigne toujours le foncteur d’oubli de la catégorie des Z,[x] [G]-
modules y-isotypiques vers la catégorie des Z,, [G]-modules et O,/ celui de la catégo-
rie des Z,[x’] [G]-modules x’-isotypiques vers la catégorie des Z,, [G]-modules. O
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Théoreme 2.2.7. Soit M un Z,, [G]-module et x un caractere p-adique irréductible
de G

Le Z,, [ x]-module (M%Z) Zp [X]) /1, (M%J Zp Ly]) et le morphisme ¢ : M — (M%) Zp D(]) /1, (M%) Zp [X])

définiparo -m— m®1) + 1, (M%) Z, D(]) satisfont la propriété universelle du
D

X-quotient, ce module est donc naturellement isomorphe a M,

Démonstration. Notons M = (M %) Zp [/\/]) /1, (M 2& Z, [X]) et 7 la projection de
p p
M %) Zp [x] sur M. Par construction IXM = 0 donc M est un Zpx1[G]-module
P

X-isotypique.
On définit les applications Z, [G]-linéaires ¢ : M — M %) Zp [x] en posant p(m) =
P

mel,etpy =9 =mop: M — M%}ZPL{].PourtoutmeMettoutgeG,comme
14

M est isotypique, on a n(m ® y(g)) = n(gm ® 1) = ¢(gm), donc ¢ est surjective.

Soit N un Z,[x][G]-module y-isotypique et f : M — N une application Z, [G]-

linéaire. Alors I’application Z,-bilinéaire fy : MXZ, [x] — N définie par fy(m,a) =

af(m) fournit une application Z,-linéaire h:M %@ Zy [x] = N telle que h(m®a) =
P

af(m). Pour tout g € G, on a
h(g(m® a)) = af(gm) = gaf(m) = x(gaf(m) = h(x(g)(m ® a))

donc /1 est Zp, |G]-linéaire et contient I, (M % Zp Ly]) dans son noyau. Donc on
P

peut passer au quotient et obtenir une application 4 : M ® Zplx] = N qui est
P
Z, [G]-linéaire entre deux modules y-isotypiques, donc Z, [y]-linéaire. On a alors

hop=homog=ho@g=f
et comme ¢ est surjective, une telle application & est unique.

Pour tout Z,, [G]-module M, on note alors hy : M), — M 1’unique isomorphisme de
Z, [x]-modules tel que Ay o (,ofy = gy et pour tout morphisme de Z,, [G]-modules
f:M — N,onnote f : M—>Ntelquef0<,oM enof.
M —) N M —) N
Les diagrammes l \Lgo)( et \L‘pM \Ltp;v commutent.

M, s N, gLy
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DOHChNOfXOt,D)Zy =hN0g0)1270f=g0N0f:fA0goM :thMo%[;”,etcommetpy
S

My —— Ny
est surjective, on en déduit que \Lh " \LhN commute.

n—L R
Ainsi, le foncteur ¥ : (M, f) - (M, f) est naturellement isomorphe a ¥, et
donc le Z, [y]-module (M %J Zp L\(]) /1, (M %9 Zp [/\/]) est naturellement isomorphe

P P

aM,. O
On en déduit une nouvelle caractérisation du y-quotient.

Proposition 2.2.8. Soit M un Z,, [G]-module et y un caractere p-adique irréductible
de G.
Le x-quotient de M est isomorphe au plus grand quotient de Z,|x | [G]-modules de
M%) Zp [x] sur lequel G agit via x.

P

2.2.2 y-partie
Nous allons maintenant définir une deuxi¢me y-composante, duale de la premiere.

Théoreme-Définition 2.2.9. Soit M un Z, |G]-module.

Il existe un Zy, [x]-module MX et une application Z, [G]-linéaire ¢ : MX — M
vérifiant la propriété universelle suivante :

pour tout Z,[ x| [G]-module x-isotypique N et pour toute application Z, [G]-linéaire

f N = M, il existe une unique application Z, |x|-linéaire h : N — MX telle que
poh=f.

Ce Z,, [x]-module MX est unique a isomorphisme pres, il s’agit de Homz, ) (Z » X, M )
et ’application ¢ = %YM : MX¥ — M est donnée par ¢(l) = I(1). La structure de
Zp |x]-module est donnée par la multiplication au départ : si A € Z, x|, on a
(AD(a) = I(Aa).

On appelle M¥ = Homg, g (Zp [x], M) la y-partie de M.

On remarque que la structure de Z, [y]-module de MY est bien compatible avec
sa structure de Z, [G]-module : si g € G et € MX, pour tout a € Z, [x] on a

(@h(a) = lx(g)a) = l(ga) = gl(a) = (gD)(a), donc x(g)l = gl. M¥ est donc un
Zp[x]1[G]-module y-isotypique.

Démonstration. Montrons d’abord I’unicité a isomorphisme de Z, [x]-modules
pres.
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Soit MX un Zplx1[G]-module et ¢ : MX — M vérifiant également la propriété
universelle. D apres la propriété universelle de M*, il existe / : MY = MX telle que
woh = Dapres celle de M~ il existe h : MX — MX telle que @ o h= ¢, donc
poho h= ©. Or d’apres la propriété universelle de M¥, il y a une unique application
Zp [x]-linéaire y : M¥ — MX telle que ¢ o i = ¢, c’est idy, donc h oh = idyy et

de la méme fagon, hoh=id=, donc M¥ et MX sont isomorphes.

Mx>

Montrons maintenant que Homg, ) (Zp [x]. M) et ¢ : [ — I(1) vérifient cette pro-

priété universelle.

Soit N un Z,[x][G]-module y-isotypique et f : N — M une application Z, [G]-
linéaire. Alors on peut définir une application Z, [G]-linéaire h : N — Homg, ) (Z » X1, M )
en posant i (m) : a — f(am) pourtoutm € N.Onabienpoh = f.

Comme £ est une application Z), [G]-linéaire entre N et Homz, |G J(Z » Xl M ) qui

sont des Z,[x][G]-modules y-isotypiques, elle est également Z, [y]-linéaire. De
plus cette application est unique : pour tout m € N, on a h(m)(1) = f(m) car
@oh = fetpouraeZp,|x], lastructure de Z, [y]-module de HomZP[G](Zp x], M

etlaZ, [y]-linéarité de i impliquent h(m)(a) = (ah(m))(1) = h(am)(1) = f(am). O

Remarque. L’application go)lf/[ est une injection de MY dans M. En effet si @ €
ker(¢,), on a a(1) = 0, or pour tout x € Z,, [x] il existe A € Z, [G] tel que x = A1,
donc a(x) = a(A1) = da(1) = 0,eta = 0.

Exemple. Si M estun Z, [G]-module sur lequel G agit trivialement, alors pour tout
caractere irréductible y non trivial, M¥ = 0. En effet, pour tout f € Homzp [G](Zp [x], M ),

en fixant g € G tel que y(g) # 1, pourtoutm € Mon a: f(m) = f(gm) = x(g)f(m)
et comme Z), [x] est integre, on en déduit f(m) = 0, donc f = 0.

Si f: M — N est un morphisme de Z, [G]-modules, comme f o ngx,[ : MY — N est
Zp [G]-lin€aire et comme MY est y-isotypique, par définition de N¥ il existe une
unique application Z), [y ]-linéaire f¥ : M¥ — N¥ telle que tﬁ]\/\, o f¥ = fog) Elle
est donnée par fX(a) = (x = f(a(x))).

Proposition-Définition 2.2.10. On définit un foncteur FX de la catégorie des
Zp |Gl-modules vers la catégorie des Zpy[x] [G]-modules x-isotypiques en posant
F (M) = MX pour tout Z,, [Gl-module M et F,(f) = fX pour tout Z,, [Gl-morphisme
f

Démonstration. Si f : M — N etg: N — P sont des Z, [G]-morphismes, comme

¢hogtoft = goglof¥ = gofoul,. onabien F¥(gof) = g¥o f¥ = FX(g)oTX(f).
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Et comme gd;[ oidpyw = idMOQdYM, on a bien F¥(idy,) = idpsv, donc X est un foncteur
covariant. O

Proposition 2.2.11. Le foncteur FX est exact a gauche.

Démonstration. Soit 0 - M — N — P — 0 une suite exacte de Z, [G]-modules.
La suite de Z,[x][G]-modules 0 — M¥ — NY¥ — PX est exacte comme suite
de Z, [G]-modules par exactitude a gauche de Homz, ) (Zp [x], —), donc elle est
exacte comme suite de Z,[y] [G]-modules. m]

Proposition 2.2.12. Si y et y’ sont conjugués, la y-partie et le y’-partie sont
naturellement isomorphes comme Z, [G]-modules.

Démonstration. Soit o € G, tel que y’ = oy, on sait que o induit un isomorphisme
de Z, [G]-modules entre Z,, [x] et Z,, [x’]. Ainsi, pour tout Z, [G]-module M on a

un isomorphisme de Z, [G]-modules entre MX et MX donné paroy(a) = aoo
pour tout @ € Homg, (Zp '] M).
Sif: M — N estun morphisme de Z, [G]-modules, pour tout @ € Homz, g (Zp '], M),
ona

on(f¥ (@) = ff (@)oo = fY(ao) = ¥ o oy(a).

On a donc le diagramme commutatif suivant

;o ,
mx L Nx

[

fX
MY —— NX

donc les oy fournissent un isomorphisme naturel entre les foncteurs O,/ o F X
et O, o F¥, ol O, est le foncteur d’oubli de la catégorie des Z,[x] [G]-modules
X-isotypiques vers la catégorie des Z, [G]-modules et O, celui de la catégorie des
Zp[x]1[G]-modules y’-isotypiques vers la catégorie des Z, [G]-modules. O

Théoreme 2.2.13. Soit M un Z, |G]-module.
Le Zp [x]-module {x € M%) Zp [x] tel que pour tout g € G on a x(g)x = gx} com-
P

posé des éléments de M ® Zy, x| annulés par I, est naturellement isomorphe a
Zl’

MX.

Notation. Pour tout x € Q, v,(x) désigne la valuation p-adique de x et a, =

xergjg(] v (ter[X]/Qp(x)). On note trg 1,]/0, * @ [¥] = Q) la trace de I'extension
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Q, [x]/Qp et on en définit une renormalisation sur Z, [y] :

t * . ZP [/Y] - Zp
2,z g, [lrap &9
p

Lemme 2.2.14. Les Z,, [x]-modules Z, [x] et Homgz, (Zp [x] ,Zp) sont isomorphes
via le morphisme qui envoie x sur ’application Z,-linéaire I, : y tr; L] /Z(xy).
P

Démonstration. Onposel:x+— ([,:y— ter[x] /Z(xy)).

Comme trg, [v]/Q, St Zp-linéaire, I, appartient bien Homgz, (Zp [x] ,Zp) et I’appli-
cation / est bien Z,-lin€aire.
Considérons I’extension de / a Q,, [x] :

T: Q] — Homg,(Q,x].Qy)
X [ (i; 2y tr;p[x]/z(x}’))

Soit x € Q, [x]. Sipour touty € Q, [y] ona tr;p Ll z() = 0, alors trg 1,10, (xy) =
0. Or I’extension Q, [x] /Q,, est séparable donc la forme trace est non dégénérée et
donc x = 0. L’application Test donc injective et donc sa restriction / aussi.

De plus T est une application linéaire entre deux Q,-espaces vectoriels de méme
dimension [Qp [x]: Qp], donc [ est un isomorphisme.

Pour tout A € Homg,(Z,[v].Z,) ¢ Homg,(Q, [x].Q,). il existe x € Q,[x]
telque 4 = l(x) : y — tr%p[x] /Z(xy). Pour montrer que [ est surjective, il suffit
donc de montrer que x € Z, [x]. Notons 8 = v,(x), et X' = # € Z, [x]", soit
z € Zp [x] tel que v, (ter[x]/Qp(Z)) = @. On a alors A(zx’"") = tr%p[,\/]/Z(pBZ) =
pﬁtr;p[x] /Z(z), or vp(tr%p[x] /Z(z)) = 1, donc v,,(/l(zx"l)) = 3, et comme zx'~! €

Zp[x], ona A(zx""!) € Z,, et nécessairement B > 0. Ainsi x = pPx’ € Z,, [x] et [ est
surjective. O

Lemme 2.2.15. Les Z,[x] [Gl-modules M ® Z, [x] et Homg, (Zp [x1. M) sont iso-
P

morphes via le morphisme qui envoie x = m ® a sur ’application Z,-linéaire

Iy trZ,,[X] /Z(ay)m.

Démonstration. Comme Zj, [x] est un Z,-module libre, la proposition im-
plique que les Z,-modules M ® Homz, (Zp [x] ,Zp) et Homgz,, (Zp x1, M) sont iso-
morphes, I’isomorphisme étant donné par m ® f +— (f,, : @ — f(a)m). Or, d’apres
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le lemme précédent, les Z,-modules M ® Homg, (Zp [x] ,Zp) et M®Z, [x] sont iso-

morphes, donc en combinant les deux isomorphismes, on obtient un isomorphisme

[ de Z,-modules entre M %) Zp [x] et Homgz, (Zp x]. M ) qui envoie x = m ® a sur
D

I"application Z-linéaire I, : y = tr) L] /Z(xy)m.
D
Montrons maintenant que cet isomorphisme est Z,[y] [G]-linéaire.

Soit g € G. On a alors

Hgmea) = lgmea) = (vt 1 (av)gm) = @) (m@a).

On a aussi
H0(@) m®a) = 1 ® ax(@) = (v = 1w |- (@x(@ym) = @D m@a).
O
Démonstration du théoreme. Pour tout Z, [G]-module M, on note M = {x €

M%@ Zp [x]tel que pour tout g € G on a y(g)x = gx}.
'p

Soit 1 € Homg, (Zp [x], M) et g € G. On a y(g)1 = gA si et seulement si pour tout

x € Zy [x], AQ(9)x) = gA(), or A(x(g)x) = A(gx), done A € Homz,1(Z, [x]. M)

si et seulement si, pour tout g € G, y(g)1 = gA.

D’apres le lemme précédent, les Z, [y ] [G]-modules M %3) Zy [x]etHomz, (Zp x]. M )
P

sont isomorphes, donc leurs deux sous-Z,[y] [G]-modules y-isotypiques maximaux
M et Homgz,g) (Zp [x], M ) sont isomorphes, on note /1 cet isomorphisme entre M
et MX.

Pour tout Z, [G]-morphisme f : M — N, on définit f : M — N en posant
F(Zmi®x(@)) =X fim)®x(g).

4 1
On a alors

hv o f( 35 mi ®x(s)) = hw( 3, fm) ®.x()) = (= (3] " @) 0m))
=fYo hM( Z m; ®)((8)i)-

m—L s N
Donc le diagramme th \LhN commute.
X
MX f_> NX
Ainsi, le foncteur F : (M, f) (M, f ) est naturellement isomorphe a ¥, et donc le
Z, [x]-module M est naturellement isomorphe & MX. m]
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On en déduit une nouvelle caractérisation de la y-partie.

Proposition 2.2.16. Soit M un Z, [G]-module et y un caractere p-adique irréduc-
tible de G.
La x-partie de M est isomorphe au plus grand sous-Z,|x | [Gl-module x-isotypique
de M %9 Zp [x)-

P

Théoreme 2.2.17. Il existe une transformation naturelle n de la y-partie vers le
Xx-quotient donnée pour tout Z,, [Gl-module M par ny = gojy o %le MY — M,.

Pour tout Z,, [G]-module et tout @ € M¥, on a donc ny(a) =a(l)®1 € M,.

MX i) NX M — ! N
Démonstration. Comme les diagrammes \L%Y” \Lﬁv et \Lgo . \Lﬁp
M —) N My, —— — Ny
mx Ly
commutent, on en déduit que le diagramme lnM \LUN commute et donc n
M, S N,
est bien une transformation naturelle de #X vers 7. O

En général, cette transformation naturelle n’est pas un isomorphisme naturel. Par
exemple, si M est un Z, [G]-module tel que pM = 0 sur lequel G = Z/pZ agit
trivialement, et si y est un caractere non trivial, on a vu que M, ~ M alors que
Mx =0.

2.2.3 Troisieme y-composante

Définition 2.2.18. Si p ne divise pas I’ordre de G, on peut définir une troisieme
x-composante : le Z,, [G]-module e, M.
C’est un sous-Z, [Gl-module de M.

Dans cette section, on supposera donc que p ne divise pas card(G).

Proposition 2.2.19. On peut étendre la structure de Z,, [G]-module de ey, M en une
structure de Z,|x1[Gl-module x-isotypique de maniére unique.

YA = Z Aex(g) € Zy [x],Ym € ey, M on pose Am = Z Aggm.
geG geG
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Lemme 2.2.20. Soit ' un caractere irréductible, on a

gey =X (8)ey.

Démonstration. Soit g € G.
Ona

1 ;o ’— ’
s = card(G) ;;;X (gh = d(G) ZX Wl =x @er

O

Démonstration de la proposition. Notons  : Z, [G] — Z, x| le Z,-morphisme

défini par
A 2 2e) = 3 dexo)

geG geG

Comme y est un caractére linéaire, } est un morphisme d’anneau.
Définition : Soit 1 € Z,[x][G] et x,y € Z,, [G] tels que x(x) = x(y) =

Onnote x = )] dggety= Z .8
geG

Soity’ € Cy,eto € Gal(QP [/\/] /Q,) tel que x” = o (x), on a alors

Y@ = o D ag@) = o D Ax®) = > Ay (e

geG geG geG geG
donc
= dgey = > A (Dey = DAY (e = Y Aygey = yey
geG geG geG geG
et
xey, = Z xe, = Z yey = yey,.
X' €Cy Xx'€Cy

Pour tout m € ey, M il existe n € M tel que m = ey, n, donc on a
Xm = xey, n = yey, n = ym.
Donc Am est bien défini.

Zp [x]-module : Soitm,m" € ey M, L, X €7, [x]etx,x" € Z, [G] tels que y(x) = A

et )?’ (x) = A’. Comme ey, MestunZ, [G]-module, on a les relations suivantes

Am+m') =x(m+m') =xm+xm’ = Am + A’
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A+ m=x+xYm=xm+xm=Am+ U'm,
1lm =m,

et comme y est un morphisme d’anneau, A1’ = y(x)y(x’) = y(xx’), donc on a
également
AA))m = (xxYm = x(x'm).

Donc ey, M est bien un Z, [y ]-module.

Zplx1[G]-module y-isotypique : Comme I"action de g € G sur ¢, M est donnée

par la multiplication par x(g) € Z, [x], elle est Z, [x]-linéaire, donc e, M est bien
un Z,[x][G]-module. II est y-isotypique par définition.

Unicité : Pour que la structure de Z,[x] [G]-module de e, M soit y-isotypique, il est
nécessaire d’imposer x(g)m = gm pour tout g € G et m € ey, M, et donc d’imposer
X(x)m = xm pour tout x € Z, [G] et m € ey, M par Z,-linéarité. O

Proposition 2.2.21. Soit M un Z,[x][G]-module x-isotypique.
Alors pour toutm € M, on a ey, m = e m =m, et en particulier ewXM =M.

Démonstration. Soitm € M, comme G agit via y, pour tout g € G, on a y(g~")gm =
m, et donc e, m = m Y x(g Hegm = m.
g

On a alors ey, m = ewx(e)(m) = (eerX)m =e,m=m. O

Théoreme 2.2.22. Le Z,[x][G]-module ey, M satisfait les propriétés universelles
de la y-partie et du y-quotient de M.
Les trois y-composantes sont naturellement isomorphes en tant que Z,[x1[G]-
modules

MY =~ ey M= M,.

Démonstration. Notons iy : ey M — M D’injection définie par ip(m) = m et
s M — ey M la surjection définie par sps(m) = ey, m. Onasyoiy = id%(M et
si ¢ : N = M est un morphisme de Z, [G]-modules tel que Im(p) C ey, M, alors
IMOSmop=¢.

Montrons que le Z,, [x]-module e, M et I'injection iy, satisfont la propriété univer-
selle de la y-partie.

Soit N un Z,[x] [G]-module y-isotypique et f : N — M une application Z, [G]-
linéaire.

Pour tout n € N, n = eyn, or ey, € Z,[G] et f est Z, [G]-linéaire, donc
f(n) = f(ey,n) = ey, f(n) € ey, M. Donc on définit une application Z,, [G]-linéaire
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h: N — ey M en posant i(n) = f(n). Comme N et ey, M sont y-isotypiques, elle
est Zp, [x]-linéaire. On a bien iy; o h = f, et un tel Z, [y]-morphisme % est unique
par injectivité de iy.

Ainsi la corestriction de <p)1(u : M¥ — M a ey M réalise un isomorphisme de

Zplx][Gl-modules sy o @}, : MY — ey M.

Montrons maintenant que le Z, [y]-module ey, M et la surjection sy satisfont la
propriété universelle du y-quotient.

Soit N un Z,[x] [G]-module y-isotypique et f : M — N une application Z, [G]-
linéaire.

On définit une application Z, [G]-linéaire h : ey, M — N en posant h(ey, m) =
f(ey,m). Comme ey, M et N sont y-isotypiques, elle est Z, [x]-linéaire. De plus,
pour tout m € M, comme N est y-isotypique et f est Z, [G]-lin€aire, on a f(m) =
ey, f(m) = f(ey,m) = h(sp(m)), donc h o sy = f etun tel i est unique par sur-
jectivité de sys. Ainsi la restriction de go)lé” : M — M, réalise un isomorphisme de
Z,lx1[G]-modules @Y o iy : ey M — M,.

On définit le foncteur &y, de la catégorie des Z, [G]-modules vers la catégorie des
Zp[x][G]-modules y-isotypiques de la fagon suivante : pour tout Z,, [G]-module M,

e
Eyy (M) = ey, M et pour tout Z), [G]-morphisme [ : M — N, &y, (f) = f|eZXM
est la fonction obtenue a partir de f par restriction a ey, M et corestriction a

ey N.Si f: M — Netg: N — P sontdeux Z,[G]-morphismes, on a bien

(gof) |ZZ = |Z:* vor | N et id | uM = ide,, u, donc & est bien un foncteur

covariant.

Soit f : M — N un Z, [G]-morphisme. Comme f est Z, [G]-linéaire et comme
ey, €Z, 1G], les diagrammes

&
e M 2B N oM —L 5N
I P
\LlM \L Eyy(f
iy

M—L N M ew N
commutent.
Or

Mxi)N)c M%

N
N e -
N/\’

M—LsN My —
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commutent également, donc

811/ (f X X
ey, M ad ey, N MX ;) NX MX % NX
lq,yow lgogo,-N : lwwyu lsmf; et lgoyo% l@yo%
Eu(f A
M, L) Ny ey, M L; ey, N My —— Ny

commutent.

Ainsi les foncteurs &y,, F, et FX sont naturellement isomorphes, et donc pour
tout Z,, [G]-module M les Z,[x][G]-modules ey, M, M, et MX sont naturellement
isomorphes. O

L’ application naturelle entre y-quotient et y-partie établie a la partie précédente est
donc un isomorphisme naturel dans le cas semi-simple.

Proposition 2.2.23. Soit M un Z, [G]-module.
AlorsM = P eyM.
lPEXir;,Qp
Démonstration. Les ey, M sont des sous-Z, [G]-modules de M, donc  , ey,M C

l/’ €X; irr,Q P
M.

Soitm € M,comme }, ey =1l,onam= 3} emDoncM= 3} e,M.
veXinmqp VeXinq) VeXimq)
Supposons  », eymy = 0. Comme les ey, forment un systeme fondamental
wEXirr,Qp
d’idempotents orthogonaux, pour tout ¢ € Xiy g, on a eymy = ¢,0 = 0, donc la

somme des ey M est directe. ]

Remarque. Ce résultat n’est pas généralisable en utilisant le y-quotient ou la
X-partie dans le cas non semi-simple.

Considérons le cas du groupe G = Z/3Z = {1, g, g}, du nombre premier p = 3 et
prenons comme module M = Z3 [G] lui-m&me sur lequel G agit par multiplication.
Les deux représentants des caracteres Qs-irréductibles de G sont yo : g — 1 et

X1:8—= =4
Concernant les y-parties on a alors

QJVMO(MXO) = Vectz,(1g + g + gZ),

o (MX) = Vectz, (g — 16.8” — 16)
or 1g ¢ Vectz,(1g + g + gz,g - lg,g2 —1¢), donc

M + SDXMO(MXO)@WX}(MM)-



56 CHAPITRE 2. y-COMPOSANTES

En ce qui concerne les y-quotients, on a les isomorphismes suivants

My, =736 ® Z3=Zs,
3Gl —  —

M, =7Z3|G] ® Z ~ 73 (<]
v =23 [ ]23[01 3141 = Z3[{]
En notant w)l(” les surjections go)’y composées avec ces isomorphismes, on a alors
M 2y —
Yo (aol + @18+ a2g”) = @p + a1 + az,

Uy (@olc + a1g + a2g®) = (a0 — a2) + (1 — )L

Alors le morphisme ¢ @y : M — Z3 & Z3 [{] est injectif mais pas surjectif car

(1,0) n’a pas d’antécédent. Ainsi, le morphisme tp)% @ tp% M — MXO @ MX' n’est
pas surjectif.

Proposition 2.2.24. On a 'isomorphisme d’anneaux Z, |Gl ~ B Z, [Xz//]-
‘/’exirr,Qp -

Chaque choix d’une famille de yy € Cy fournit un tel isomorphisme.

Démonstration. En appliquant la proposition précédente on obtient

Z,1Gl= P e, [G).

YeXinp

Et pour tout y, € Cy on a

eyZy [G] = Z, Gy, = Z, [G] Z[?G] Zp [Xl//] =Zp [XW]‘

L’isomorphisme de Z,, [G]-modules f : eyZ, [G] — Z), [)(w] est donné par f| ( > a/gg) =
_ geG
2. @gx(g). Pour tout a,b € eyZ,[G], on a bien f(ab) = f(a)f(b) et f(lg) =
geG
x(1g) = 1, donc il s’agit d’un isomorphisme d’anneaux.

On obtient alors I’isomorphisme d’anneaux
2,1G1= P ez,lG1= B z, vl
YeXinqp YeXinqp

O

Corollaire 2.2.25. Pour tout caractére Q,-irréductible y le Z, [G]-module Z,, [x]

est projectif.
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On rappelle que p ne divise par le cardinal de G.

Proposition 2.2.26. Alors Z, [G] est quasi-principal (tous ses idéaux sont princi-
paux mais il n’est pas nécessairement integre).

Démonstration. Soit I un idéal de Z, [G]. On a I = @ eyl. Pour tout ¢ €
lﬁexirr,Qp
Xirr,,» eyl est un idéal de eyZ, [G] =~ Z,[xy] qui est un anneau principal, donc
e¢l = el/,alpr [G]
Ainsi [ = @ eyayZy [G] = ( D e¢a¢)Zp [G] car les e, sont orthogonaux.
4

¥€Xing, €Xir,0)
O

Théoreme 2.2.27 (décomposition du Fitting en y-composantes). Soit M et N deux
Zp [Gl-modules de type fini.
Alors on a

Fittzp [G](M) = Fittzp[G](N)

si et seulement si pour tout y € Xijr on a

FittZ,,[X] (M)() = Fittzp [x] (NX)

Démonstration. Soit y € Xir. On note f, : Z,[x] — Z, [Gl,. gy : Zp[G], —
ey Zp|Gleth, = g o f, 1 Zy[x] — ey,Z,[G] les isomorphismes de Z, [G]-
modules. Pour tout A = Y} A,x(8) € Z, [y], ona

g

h)((/l) = gX(IG ® Z /ng(g)) = gX(Z A8 ® 1) = ey, Z 8.
g 8 g

Pour tout Z,, [G]-module P on a Fitty |,1(Py) = Fittz,[6)(P)Z) [x] d’apres la propo-
sition[I.6.10] sur I’extension des scalaires vis-a-vis du Fitting.
On a alors

FelFitty 11 (Py)) = fo(Fittz, (61(P)Z, [x]) = Fittz, j)(P) .2 Z,[x],
donc
hy(Fittz, [, (Py)) = gX(Fitth[G](P)ZQE)G] Zp [x1) = ey, Fittz, c)(P).

Et comme £, est un isomorphisme de Z, [G]-modules, on en déduit que

Fitth[X] (MX) = Fittzp[)(] (NX) = €¢/XFitth[G](M) = egl/XFittZ,,[G] (N).
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Donc si Fittzp[G](M) = Fittzp[G](N), pour tout y € Xj on a ewXFitth[G](M) =
ey, Fittz, [6)(N) et par conséquent Fitty r 1 (M,) = Fitty 1] (Ny).
Réciproquement, si pour tout y € Xj on a ewXFitth[G](M) = ewXFitth[G](N ),on a

alors FittZP[G](M) = @ e,pFittzp[G](M) = EB ezpFitth[G] (N) = Fittzp[G](N).
YeXinqp VeXinmqp
m}

2.2.4 Interaction avec la partie moins

On suppose maintenant que G possede un élément d’ordre 2 fixé que 1’on note 7.
Comme dans la section précédente, on se place dans le cas ou p ne divise pas I’ordre
du groupe G.

Définition 2.2.28. Soit y un @p-caractére irréductible de G.

On dit que x est impair si x(t) = —1 et pair si (1) = 1. On note X, I’ensemble
des @p—caractéres irréductibles impairs et X;; . celui des @p—camctéres irréductibles
pairs.

On remarque que deux caracteres conjugués ont méme parité, on peut donc étendre
la notion aux caracteres sur Q,.

Définition 2.2.29. Soit y un Q,-caractere irréductible.
On dit que  est impair (respectivement pair) si pour tout ¥ € Cy, x est impair
(respectivement pair). On note X, 0 I’ensemble des Q,-caracteres irréductibles
"Rp
impairs et X' 0 celui des Q,-caractéres irréductibles pairs.
»Rp

On remarque que si ¢ est impair, on a (1) = —y(lg) = —card(Cy) et si ¥ est pair,
onay(tr) = Y(lg) = card(Cy).
La parité de ¢ se lit également sur son idempotent.
Proposition 2.2.30. Soit s un Q,-caractére irréductible.
Alors on a
B ey si Y€ Xi_me,
e e(p = . +
0 si ye Xier,,'
Démonstration. Soit y € Cy. On a

_ | IR e
Te/\/ - Card(G) g;GX(g )Tg - Card(G) g;GX(g T)g —X(T)e/\/‘

. . . _ _ _ E _

Si y est impair, e, = —e, ete e)f = 5rey = ey
1 1 = e, = =% =

Si y est pair, e, = e, ete e, = 5¢, = 0.
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Ainsi,
_ _ e¢ si l,[/ S Xl;rQ s
wzzeex:{ S Ve Xi,
= 0siye Xirr,Qp.
O

Proposition 2.2.31. On a I’isomorphisme d’anneauxZ,|G]” ~ P Z, [)@,].
yeX.

iﬂ'Qp

Démonstration. D’apres la proposition 2.2.23) on a Z, [G] = EB eyZ, [G],
weXirr.Qp

donc d’apres la proposition précédente,

Z,[GI” =¢Z,[Gl= P e eZ,[Gl= P ez, (G

lﬁEXime "DEXi;r,Ql)

De plus, on a vu dans la proposition [2.2.24f que les anneaux eyZ, [G] et Z, [an]

sont isomorphes, donc on a bien

2,161 = P Z ||

yeX:

ir RQ])

Proposition 2.2.32. Soit M un Z, [G]-module.

Alors
M~ = @ elpM.
yeX.

irr, »Qp

Démonstration. D’apres la proposition[2.2.23] on a

Donc d’apres la proposition[2.2.30] on a

M =e M= @ e eyM = @ ey M.
exX

l//GXi‘TvQP Y ir,Qp
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Chapitre 3

Conjectures de Stark

Dans ce chapitre, nous introduisons les conjectures énoncées par Harold Stark dans
une série de quatre articles [Sta71]], [[Sta75], [Sta76] et [Sta80] publiés entre 1971 et
1980.

3.1 Formule analytique du nombre de classes

3.1.1 Version originale

La motivation des conjectures de Stark étant une généralisation de la formule ana-
lytique du nombre des classes établie par Dirichlet, nous commencerons par nous
y intéresser. Dans cette formule, Dirichlet établit une relation entre des caractéris-
tiques arithmétiques d’un corps de nombres quadratique et une valeur spéciale de la
fonction L de Dirichlet associée.

Définition 3.1.1 (Fonction L de Dirichlet). 1. Soitn € N*,
Un caractére de Dirichlet modulo d est un morphisme y : (Z/dZ)* — C*. On
étend sa définition a N* en posant x(n) = y(m + dZ) si n est premier a d et
x(n) = 0 sinon. Le plus petit d € N* tel que le caractere soit défini modulo d
s’appelle son conducteur.

2. La fonction L de Dirichlet associée au caractere y est définie, pour tout s € C
tel que Re(s) > 1, par la série de Gauss

Liy, s) = X}i’f).

n=1

On prolonge ensuite analytiquement la fonction L de Dirichlet a tout le plan
complexe.

61
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Le caractére de Dirichlet constant égal a 1 sur (Z/dZ)* s’appelle caractére principal
modulo d, pour d = 1 on obtient le caractere trivial 1.

Si y est le caractere trivial 1, la fonction L de Dirichlet associée a y a un pdle
d’ordre 1 en s = 1, sinon, elle est holomorphe sur C. Dirichlet s’intéressa plus
précisément au comportement de ces fonctions en s = 1 pour établir le théoreme de
la progression arithmétique.

Théoreme 3.1.2 (Formule du nombre de classes de Dirichlet). Soit k = Q ( \/3)
un corps de nombres quadratique et y le caractere défini pour tout n € N par le
symbole de Jacobi y(n) = (%)

Alors sid <0, ona
2mhy

a)k\/:i

L(x,1) =
etsid>0,ona
2hilog(ex)
‘\/a 1)
out hy est le nombre de classes de k, wy le nombre de racines de 'unité de k et quand
d > 0, g est une unité fondamentale de k.

Lix,1) =

Définition 3.1.3 (Fonction ¢ de Dedekind). Soit k un corps de nombres. La fonction
{ de Dedekind de k est définie, pour tout s € C tel que Re(s) > 1 par

1 1
(s) = Z Nijo (D l_l 1 = Nijo(p)=*’

IcO p premier

oui la somme porte sur tous les idéaux non nuls de O et le produit eulérien sur ses
idéaux premiers.

On prolonge ensuite analytiquement la fonction { de Dedekind en une fonction
méromorphe sur tout le plan complexe, elle a un unique pole simple en s = 1.

Exemple. Pour & = Q, on retrouve la fonction { de Riemann.

Si k est une extension abélienne de Q, sa fonction ¢ de Dedekind peut s’écrire
comme produit de fonctions L de Dirichlet. En particulier, si k = Q ( \/3), on a pour
tout s € C,

Zi(s) = Lo($)L(x, $),

ou y est le caractere donné par le symbole de Jacobi y(n) = (%)

La fonction ¢ de Dedekind permet donc une reformulation de la formule du nombre
de classes de Dirichlet. Celle-ci se généralise a tous les corps de nombres.
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Théoréme 3.1.4 (Formule analytique du nombre de classes en s = 1). Soit k un
corps de nombres. On note (ry, rp) sa signature, h; son nombre de classes, Ry son
régulateur, Ay son discriminant absolu et wy le nombre de racines de [’unité de k.
Alors le résidu en s = 1 de sa fonction { de Dedekind est donné par

271 +r2ﬂ.r2 hkRk
wi VIAx|
Grace a I’équation fonctionnelle reliant les valeurs de i en s et 1 —s, on peut énoncer

une version de la formule analytique des classes qui donne le comportement de la
fonction ¢ de Dedekind en s = 0.

Hm(s = 1)i(s) =

Théoréme 3.1.5 (Formule analytique du nombre de classes en s = 0). Soit k un
corps de nombres. On note (ry, rp) sa signature, hy son nombre de classes, Ry son
régulateur et wy le nombre de racines de 'unité de k.

Alors le terme dominant du développement limité de sa fonction { de Dedekind en

s = 0 est donné par

- -hR
llm s r r2+]§k(s) — k k.
s—0 Wi

3.1.2 Version S

Dans cette section, k désigne un corps de nombres et S désigne un ensemble fini de
places de k contenant ses places infinies. Nous allons donner ici une généralisation
de la formule analytique des classes relative a I’ensemble de places S.

Commencons par définir les diftérents S-invariants algébriques de k.

Définition 3.1.6. L’anneau des S-entiers de k est défini ainsi
Ows={xektelqueVv ¢S, |x|, > 1}.

L’ensemble des éléments inversibles de cet anneau forme le groupe des S-unités de
k
Us=0;g={xektelqueVv ¢S, |xl, = 1}.

On note Cly s et on appelle S-groupe de classes de k le quotient du groupe des
idéaux fractionnaires de Oys par le sous-groupe de ses idéaux fractionnaires
principaux. Son cardinal est noté hy s et appelé S-nombre de classes.

En choisissant S = S (k) ’ensemble des places infinies de k, on retrouve I’anneau
des entiers O, le groupe des unités Uy, le groupe de classes Clj et le nombre de
classes /iy usuels.
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Notation. Soit A un anneau commutatif.

On note
A[S] = {Z avv}

veS

le A-module libre engendré par S, et es : A [S] — A son morphisme d’augmentation

défini par
s [Z ] Y

veS veS

On note A [S]y le noyau du morphisme d’augmentation.

Afin de définir le S-régulateur, nous allons nous intéresser au morphisme de groupes

Urs = R[Sy
Logis 1 x s > log|x|, v
veS
En montrant que son noyau est y; (le groupe des racines de I'unité de k) et son

image un réseau de R [S]j, on obtient une généralisation du théoreme des unités de
Dirichlet.

Théoreme 3.1.7 (Théoréme des S-unités de Dirichlet). On a l’isomorphisme de
groupes suivant

ﬂkS ~ g X anrd(S)—l.
On retrouve le théoreme des unités de Dirichlet classique en choisissant S = S (k).
Le covolume du réseau Log; s (U s) est également un S-invariant important.

Proposition-Définition 3.1.8. On définit le S-régulateur Ry s de k de la facon
suivante

vol (Logk’S ((le,g))

y/card(S)

Si (Ui)je[1 card(s)-1] €St un systeme de S-unités fondamentales (c’est-a-dire si les u;
engendrent Uy s/ux) et si vg € S, on peut obtenir le S-régulateur ainsi

Ris =

Ry s = |det ((10g|ui|v) veS\{vo) ] .

ie[1,card($)-1]

Une fois encore, en choisissant S = S (k), on retrouve la définition du régulateur
usuel Ry.
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Définition 3.1.9 (Fonction de Dedekind associée a S). La fonction (i s de Dedekind
de k associée a S est définie, pour tout s € C tel que Re(s) > 1 par

es(s) = ﬂ 1 —Nk/Q(D) -

On prolonge ensuite analytiquement i s en une fonction méromorphe sur tout le
plan complexe, elle a un unique pdle simple en s = 1.

Avec cette généralisation de la fonction ¢ de Dedekind, on peut alors étendre la
formule analytique des classes.

Théoreme 3.1.10 (Version S de la formule analytique du nombre de classes en
s = 0). Le terme dominant du développement limité de sa fonction {y s de Dedekind
en s = 0 est donné par

—hi sR
llm S—card(8)+1§k’s(s) — k,S k,S .

s—0

3.2 Conjecture principale de Stark

Nous allons maintenant nous intéresser a la conjecture principale que Stark formula
dans [Sta75]). Pour les preuves des résultats, on pourra se référer aux chapitres 1 et
2 des notes de cours publiées de John Tate sur “Les Conjectures de Stark sur les
Fonctions L d’Artin en s = 0 [Tat84]].

Dans cette partie, K/k est une extension galoisienne de corps et G son groupe
Galois.

3.2.1 Fonctions L d’Artin

Dans la section précédente, nous avons vu que 1’on peut associer aux extensions
quadratiques de Q les fonctions L de Dirichlet. Nous allons maintenant nous in-
téresser a une classe plus large de fonctions L que 1’on peut associer a toutes les
extensions galoisiennes de corps de nombres : les fonctions L d’ Artin.

Notation. Soit p est un idéal premier de Oy et $ un idéal premier de Ok au-dessus
de p.
On note

Dppy = {0 € G tel que o(P) = P}
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le sous-groupe de décomposition de P,
Ip;y ={oeGtel que Vx € Ok, 0(x) — x € P}
le sous-groupe d’inertie de P,
opp € Dpyy tel que Vx € Ok, opp(x) — xNe® e p
le Frobenius de P,
epp = vp(POk) = card(Z p)p)

I’indice de ramification de de P et

card(Dep/p)

frpp = OKIP : Ol = Lt

le degré d’inertie de P.

Le Frobenius de # est unique a multiplication pres par les éléments de 7p/,. Ainsi,
il n’est totalement défini que lorsque 1’idéal # est non ramifié. En revanche, la classe
op)p de op/p dans Dpy/Lp)y, est toujours bien définie et elle engendre D,y /L p)y.

Proposition 3.2.1. Soit p est un idéal premier de Oy, et P et P’ = o(P) deux idéaux
premiers de Ok au-dessus de p.
Alors on a

Dpijy = oDppyo

Tppp=0clppo,

Oprjp = O'Ugo/pO'_l.
Notation. SiI’extension K/k est abélienne, le sous-groupe de décomposition, le
sous-groupe d’inertie, le Frobenius, I’indice de ramification et le degré d’inertie ne

dépendant pas du choix de I’idéal ¥ au-dessus de p, on pourra donc les noter D,,
Iy, 0p, epet fp.

On considere une représentation complexe (p, V) de G dont le caractere est noté y.
On peut étendre p : G — GLc(V) a ’anneau de groupe de G, on notera également
0 : Z[G] — Endc(V) le morphisme d’anneaux défini par

P [Z agg] = Z agp(g).

geG geG
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Notation. Pour tout sous-groupe H de G on note V7 I’ensemble des éléments de
V invariants par I’action de H :

VH = {v e Vtel que Vh € H, p(h)(v) = v}.

Comme V muni de I’action de G donnée par p est un C[G]-module, V est en
particulier un G-module. Cette notation coincide avec la définition des invariants
d’un G-module.

Notation. Pour tout sous-groupe F' de G on note (pr, V) la représentation de F
définie par

F — GL¢(V)
g~ p(g)

Proposition-Définition 3.2.2. Soit F un sous-groupe de G et H un sous-groupe
distingué de F.
Alors (p, V) induit une représentation (pr/u, V) de F|H définie par

{F/H — GLg(VH)
PF/H - vH
gH - p(8)|,n

Démonstration. Commengons par montrer que pr/g : F/H — GLc(VH) est bien
définie.
Soit g € F et h € H, alors pour tout v € VH ona

pgh(v) = p(g)p(h)(v)) = p(g)(v),

donc I’image de la classe gH ne dépend pas du choix du représentant.
Soit v € V¥, montrons que pour tout g € F, on a bien p(g)(v) € V¥. Soit h € H, on
a

p(h)(p(e)(V) = p(hg)() = p(gg™'hg)(v) = p(g)(p(g~'hg)(»)) = p(g)(¥)

car H est distingué et donc g~'hg € H, et donc pr,y est bien définie. De plus, pour
tout gH,g'H € F/H,on a

’ ’ H H ’ H ’
priu(88 H) = p(8g)Nyu = Py © P& )Nu = priu(gH) © prir(g H)
donc (pr/u, V) est bien une représentation de F/H. O

Notation. Pour tout idéal premier p de Oy et tout idéal premier £ de Ok au-dessus
de p, comme 7o/, est distingué dans Dp,,, on peut considérer la représentation de
Dypyy/Ipyy donnée par (pp,,, /1., VI*/*), on la note (op,p, V7).
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On montre alors facilement le résultat suivant.

Proposition 3.2.3. Soit p est un idéal premier de Oy et P et P’ = o(P) deux idéaux
premiers de Ok au-dessus de p.
Alors on a

Vi = p(o) (Vi)
id 1, = Niyjo(0)pprp(Tpr ) = p(0) (idqu»/p — Niyjo(®) " ppp(T P/p))P(CT )L

En particulier, det (idvz,) n — Nijo(P) " ppp(cp /p)) ne dépend pas du choix de I’idéal
% au dessus de p, on peut donc le noter det (idvlp - Nk/Q(p)“‘pp(oTp)).

Proposition 3.2.4. Soit p est un idéal premier de Oy et P un idéal premier de Ok
au-dessus de p.
Alors idvz,,,/p = Niyjo®) " pp/p(op)yp) est inversible.

Démonstration. On vérifie par le calcul que

-1
(idvfp//p - Nk/Q(D)_SfP/") Z P10 p/0) Nijo(p) ™
Jj=0
est I'inverse de id 7, — Nija(P)"*pp/p(0p)p). O

Ceci nous permet alors de définir les fonctions L d’ Artin.

Définition 3.2.5 (Fonction L d’Artin). On appelle fonction L d’Artin associée au
caractere y la fonction définie pour tout s € C, Re(s) > 1 par

1
Li/(x, s) = ]_l ; —
oo, det (1dvfp - Nk/Q(p)_spp(O—p))

out le produit eulérien est pris sur les idéaux premiers de Ok.
On prolonge ensuite analytiquement cette fonction sur C.

Exemple. Si (p, V) = (1,C) est la représentation triviale de G = Gal(K/k), pour
tout s € C tel que Re(s) > 1, on a Lg/i(1, s) = & (s).

Soit S un ensemble fini de places de k contenant ses places infinies. On peut alors
définir une généralisation relative a S de la fonction L d’ Artin.
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Définition 3.2.6 (Fonction L d’Artin généralisée). On appelle fonction L d’Artin
associée au caractere y et relative a I’ensemble de places S la fonction définie pour
tout s € C, Re(s) > 1 par le produit eulérien

1
Lijks(x,s) = : —\
1;[9 det (1dvzp = Nijo(p)~*pp(o n))

On prolonge ensuite analytiquement cette fonction sur C.

Exemple. Si (p, V) = (1,C) est la représentation triviale de G = Gal(K/k), pour
tout s € C tel que Re(s) > 1, on a Lgj s(1, 5) = gk s(s).

Notation. On note rx/; s(x) le rang d’annulation de Lg/x s(x,.) en s = 0 et cxx.s(x)
le coefficient dominant de son développement en série entiere.

3.2.2 Régulateur de Stark

Pour pouvoir généraliser la formule analytique des classes aux fonctions L d’Artin,
nous avons besoin de définir un analogue du S-régulateur.
Soit S un ensemble fini de places de k contenant ses places infinies.

Notation. Pour toute extension de corps de nombres L/k, on note S; 1’ensemble
des places de L au-dessus des places k qui sont dans S.

Pour tout anneau commutatif A, on munit alors A [Sk] et A [Sk]y d’une structure
de A [G]-module en faisant agir G sur Sk de la fagon suivante :

Yw e Sk, Yo €G, Vx €K, x|y, = |07 ()] -

Comme pour tout o € G et tout x € Uk s, on a o(x) € Ugs,, le groupe des
Sk-unités de K est également un G-module.

Comme pour le S-régulateur, nous allons commencer par nous intéresser au mor-
phisme de Z-modules

Uk.sy — RI[Sklo

Logkse  \x 1 > loglx|, w
WGSK

On remarque que pour tout o € G, comme o permute les places de Sk, on a

Logg s, (@) = ) loglo(lyw= ) loglly1,w =Y loglxl, ow’

weSk weSk weSk

= O'LogK’SK(x),
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donc Logg s, : Uk sy — R[Sk]o est un morphisme de G-modules.
D’apres le théoreme des S-unités de Dirichlet, on a I'isomorphisme de R [G]-
module

Uk.s ®R = R[Sklo

R .
Logg s, {x@a —a ) loglx|,w

weS K

On en déduit alors I’isomorphisme de C [G]-modules

Ug,s, ® C— C[Sklp
Log(C :
KSk " |x®awa ), log|x|,w

weS K

Cela signifie que les représentations Uk s, ® C et C[Sk]y de G sur C ont méme
caractere yo : G — C. Or on a les isomorphismes de C [G]-modules suivants

(L[K,SK ®C ~ (WK,SK ® Q) ® C,

C[Sklo = Q[Skly®C.

On en déduit que le caractere de Uk s, ® Q est la corestriction de xo a Q, et celui
de Q[Sk]p également. Ainsi, les représentations Uk s, ® Q et Q[Sk]y de G sur Q
ont méme caractere donc sont isomorphes en tant que Q [G]-modules.
Soit

f:QISkly — Ugs, ®Q

un tel isomorphisme de Q [G]-modules. On I’étend naturellement en un isomor-
phisme de C [G]-modules

€ CISkly — Uk.s, ®C.

Notation. Pour tout C[G]-module V, on note V* = Homc(g(V, C[G]) le C[G]-
module dual de V.

Soit (p, V) une représentation complexe de G de caractere y.

Comme Log% Sx° f C estun automorphisme de C [G]-module de C [Sk]y et Homgg)(V*, —)
un foncteur covariant exact a gauche, le morphisme

Homcyg(V*, C[Skly) — Homcg)(V*, C[Sklo)
(LOggs ofc) : [ ](c 0 [G] 0
oK 4 hHLOgK,SKOfCOh

est un automorphisme de C-module.
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Proposition-Définition 3.2.7. Soit f : Q[Skly = Uk,s, ® Q un isomorphisme de
Q [G]-modules.
Le régulateur de Stark du caracteére y associé a f et relatif a S est défini par

Riji.se(x- f) = det((Logg g © fc)v) eC.

Ce déterminant ne dépend que du caractere ) de G et non de sa réalisation V.

Proposition 3.2.8. Supposons que K = k et que (p, V) = (1,C) est la représentation
triviale de G = {1g}. Soit f : Q[S]y = Uk,s, ® Q un isomorphisme de Q-espaces
vectoriels.

Alors

Urs : f(Z[S
Rips(l, f) = det (Logg g o f©) = iRk,s[ kS J;i [Slo]

3.2.3 Enoncé de la conjecture

A I’aide de la proposition , on peut reformuler la formule analytique des classes
ens=0.

Théoreme 3.2.9. Soit f : Q[Sly = Uks, ® Q un isomorphisme de Q-espaces
vectoriels.
Alors on a I’égalité suivante

Riyks(1, f) [Urs : f(Z[S]p)]

==

cksrs(L, f) hy.s

En particulier la formule analytique des classes implique que le quotient du régu-
lateur de Stark par le coefficient dominant du développement limité de la fonction
{r.s en s = 0 est un nombre rationnel. C’est ce résultat que cherche a généraliser la
conjecture principale de Stark.

Conjecture 3.2.10 (Conjecture principale de Stark). Soit y le caractére d’une
représentation complexe de G, S un ensemble fini de places de k contenant ses
places infinies et f : Q[Skly = Uk.s, ® Q un isomorphisme de Q [G]-modules.

On note
Ri/ksx, f) .
Ck/kSs()

Alors pour tout automorphisme de corps a de C on a

Akes f) = C.

Agjs(aox, ) = a(Agisx. f)) .
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Ou de maniere équivalente,

Agestx. f) € Qx|
Agiks(ox, ) = o (Axis(x. f)) pour tout o € Gal(Q [x] /Q)

Théoreme 3.2.11. La véracité de la conjecture principale de Stark ne dépend ni
du choix du morphisme f : Q[Skly = Uk.s, ® Q, ni du choix de I’ensemble S de
places de k.

La reformulation de la formule analytique des classes nous permet d’énoncer un
premier cas dans lequel cette conjecture est vérifiée.

Théoreme 3.2.12. On suppose que K = k et que y = 1 est le caractere trivial.
Alors la conjecture principale de Stark est vraie pour .

Cette conjecture est toujours un probléme ouvert, mais il existe un certain nombre
de cas dans lesquels elle a été démontrée.

Théoreme 3.2.13. Soit y un caractére a valeurs rationnelles.
La conjecture principale de Stark est vraie pour y.

Théoreme 3.2.14. Soit y un caractere tel que ryjk s(x, f) = 0.
La conjecture principale de Stark est vraie pour y.

Il existe aussi des familles de cas auxquelles on peut se ramener pour déduire le cas
général.

Théoreme 3.2.15. Si la conjecture principale de Stark est vraie pour toutes les
extensions galoisiennes K/Q, alors elle est vraie dans le cas général.

Si la conjecture principale de Stark est vraie pour toutes les extensions abéliennes
K/k, alors elle est vraie dans le cas général.

3.3 Conjecture abélienne de Stark de rang 1

Dans son quatrieme article [[Sta80]], Stark s’intéressa plus particulierement au cas
des extensions abéliennes. Pour les preuves des résultats énoncés dans cette partie,
on pourra se référer aux chapitres 3 et 4 de [Tat84].

3.3.1 Conjecture principale de rang 1 et unités de Stark

Soit K/k est une extension galoisienne de corps de nombres, G son groupe de Galois,
x un caractere complexe irréductible de G et S un ensemble fini de places de k
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contenant ses places infinies.

D’apres la proposition Yy = trg, [y]/, ) est un caractere irréductible sur Q.
On peut montrer que le Q [G]-module Q [Skx] admet une unique sous-représentation
de G de caractere ¢,. Comme le Q [G]-module Uk s, ® Q lui est isomorphe, il
admet également un unique sous-Q [G]-module de caractere ¢, on note Uy, ce
sous-module.

Comme sur @p, la notion d’idempotent associé a un y va nous étre utile.

Définition 3.3.1. On définit ainsi 'idempotent de y :

x(1)

e = g ™hg = X0
card(G) e

~ card(G)

> x®@g € Qly][G] ¢ CIG].
geG

Si rg/k,s(x) = 0, on peut montrer que e,Q [Sg] = 0.

Comme sur Q,, on note G, = Gal(Q[y] /Q) et C, = {g,\/ avec g € Gx}-
Définition 3.3.2. Soit a € Q|[y]. On définit
mknsO6a) = Y ga Ly o(2x. 0)egy € CIGI.
g€Gy

Si rgs(x) > 1, on a gy s(x,a) = 0. On en déduit que si rg/rs(y) # 1, on
a mgks(x,a)Q[Sk] = 0. La reformulation de Tate de la conjecture de Stark
s’intéresse au comportement de 7k, s(x, a)Q [Sk] quand 7k s(x, a)Q [Sk].

Proposition 3.3.3. Soit a € Q[x]|". On suppose que ri.s(x) = 1.
Les assertions suivantes sont équivalentes

1. mxpsOe Q[Sklo N Logy o, (Uk.s, ®Q) # {0}

2. mgesOn @Q[Sklo = Logg s (Us, );
3. la conjecture principale de Stark est vraie pour y.

Soit X un ensemble de caracteres irréductibles non triviaux de G vérifiant C, C X
pour tout y € X. On considere une famille (a,),cx de nombres complexes tels que
a(ay) = xay pour tout y € X. On a alors

”K/k,S(X, a)() = Z ay L}(/k,S(X/’ 0)6/?.
X' €Cy

Donc en notant Repy un systeme de représentants des classes C, de X, on obtient

Z ay Lije s 0)ey = Z Tk kSO y)-

XEX X€Repy



74 CHAPITRE 3. CONJECTURES DE STARK

Supposons la conjecture de Stark vérifiée pour tous les y € X, la proposition [3.3.3|
et la remarque [3.3.1| permettent d’obtenir le résultat suivant

D" ay Ly 500 0)erZ Skl © Logg s, (Ujrs ® Q) = QLogg s, (Uri.s)-
xeX

Et comme tous les caracteéres de X sont orthogonaux au caractere trivial 1, on a
méme

>y Ly, s0r- 00 Z [Sk] © QLogy s, (Uni.s).

xeX

Définition 3.3.4 (Unités de Stark). Soit v une place de S et w € Sk une place
au-dessus de v.

Si la conjecture principale de Stark est vérifiée pour tous les y € X, alors il existe
un entier m € Z et une S-unité u € Uy s tels quel

m " ay L, s0 0egw = Logg s, (w),
XEX

ou de maniere équivalente

1 .
108 [tt]ryy = %XEX% Ly s0:0) 3 x(om), sic€G

TGDW/ v

lul,» =1, siw’ tv
On dit que u est une unité de Stark.
Grace au théoréme des S-unités de Dirichlet, on remarque qu’a m fixé, I’unité de
Stark est unique & multiplication par les racines de I’unité pres.

3.3.2 Fonctions L de Hecke

On se place dorénavant dans le cas d’une extension abélienne de corps de nombres
K/k. On note G = Gal(K/k) son groupe de Galois et G 1’ensemble des caractéres
irréductibles de G.

Notation. Pour tout corps de nombre L on note S (k) ’ensemble de ses places
infinies, et si L'/L est une extension de corps de nombres on note S,,,(L" /L)
I’ensemble des places de L qui sont ramifiées dans L’.

Soit S un ensemble fini de places de k contenant S, (k) et S,um(K/k) et soit y € G.
Comme G est abélien, le caractere y est de dimension 1.
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Proposition 3.3.5. Pour tout s € C, Re(s) > 1 ona

1
Nijo()~Sx(op)’

Lgjs(x, 8) = l_[ 1=

p¢S

Ces fonctions L ont été définies dans le cas abélien par Erich Hecke pour généraliser
les fonctions L de Dirichlet, avant qu’elles ne soient a leur tour généralisées au cas
non abélien par Emil Artin. On les appelle donc fonctions L de Hecke.

Définition 3.3.6 (Fonction ¢ partielle). Soit o € G.
On appelle fonction { partielle associée o et relative a S la fonction définie pour
tout s € C, Re(s) > 1 par la série de Dirichlet

s )= ) Nyg(@)™

(0,8)=1

=0

oua= [] p* parcourt les idéaux entiers de k non divisibles par les idéaux contenus
¢S

dans S et dont le symbole d’Artin oy = [] O'g“ vaut o.
¢S
On prolonge ensuite analytiquement cette fonction sur C.

Les fonctions ¢ partielles sont tres liées aux fonction L de Hecke.

Proposition 3.3.7. Pour tout o € G et pour tout s € C, on a

1

Ckiks(o, 8) = m);;LK/k,S(X, s)chi(o).

Pour tout y € G et pour tout s € C, on a

Lgks(x,s) = Z Ckjks(o, ) (o).

oeG

Définition 3.3.8. Soit v une place infinie de k. On définit de maniere analogue aux
places finies son groupe de décomposition

D, ={o € G tel que ow = w}

ou w est une place infinie de K au dessus de v.
On dit que v est totalement décomposée (ou encore non ramifiée) dans K/k si

card (D,) = 1.
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Proposition 3.3.9. Soit v une place infinie de k.

— Si v est complexe, alors v est totalement décomposée dans K/ k.

— Sivestréelle et si toutes les places au-dessus de v dans K sont réelles, alors v
est totalement décomposée dans K/k.

— Si v est réelle et s’il existe une place complexe de K au dessus de v, alors v est
ramifiée dans K/k.

On a alors le résultat suivant sur le rang d’annulation des fonctions L de Hecke en
s=0.

Proposition 3.3.10. Le rang d’annulation de Lk s(x,.) en s = 0 vaut

card(S) -1 siy =1

kS = {Car d({v e S tel que y(D,) = 1}) sinon.

3.3.3 Conjecture abélienne

Dans son quatrieme article [Sta80], Stark proposa une version plus fine de sa
conjecture dans le cas des extensions abéliennes, qui précise notamment la valeur
de I’entier m présent dans la définition précédente des unités de Stark.

On rappelle que K/k désigne une extension abélienne de corps de nombres.

Notation. On note toujours S (k) I’ensemble des places infinies de k et S, (K/k)
I’ensemble des places finies de k qui sont ramifiées dans K/k. De plus, on note
Siiec(K/k) I’ensemble des places de k qui sont totalement décomposées dans K/k.
Soit S un ensemble fini de places de k vérifiant les conditions suivantes

(C1) Sw(k) U Sram(K/k) C S,

(CZ) Stdec(K/k) NS #0,

(C3) card(S) > 2.

Comme précédemment, on note Sx 1’ensemble des places de K au-dessus de places
appartenant a S.
Fixons v € S;4..(K/k) N S, et w € Sk une place au-dessus de v.

Notation. On note

{u e Ug s, tel que |ul,, = 1 pour tout w’ t v} sicard(S) >3

Uk =
hy {{u € Uk s, tel que |ul,, = |ul,~» pour tout w',w” t v} sicard(S) =2

Conjecture 3.3.11 (Conjecture abélienne de rang 1 de Stark). I/ existe une S-unité
ex/kSw € Uk, telle que
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1. pour tout caractere irréductible y de G on a

, 1
Lijes 0 0) = “ox Z x(log |o(ex ks,

oeG

’ . 1/0_)[( 27
2. et ’extension K (sK k. S,w) /k est abélienne.

Une telle unité s’appelle unité de Stark associée a ’extension K/k, I’ensemble de
places S et la place w.

On remarque que la véracité de la conjecture est indépendante du choix de la place
w € Sk au-dessus v et si w’ = ow avec o € G, alors gk s = O(Ek/k.S.w)-

Proposition 3.3.12. La condition 1. est équivalente a la condition suivante :

1. pourtout o € G, on a
log o (ek s, = ~wkli ) 5(00).

Comme la conjecture fixe les valuations de I’unité de Stark selon toutes les places
de K, cette dernicre est unique a multiplication pres par une racine de 1’unité de K.
Tout comme pour la conjecture principale de Stark, il existe un certain nombre de
cas dans lesquels la conjecture est vérifiée.

Proposition 3.3.13. On suppose que S contient au moins deux places totalement
décomposées.
Alors la conjecture abélienne de rang 1 de Stark est vraie.

On en déduit que la véracité de la conjecture ne dépend que de I’extension K/k et de
I’ensemble de places S et non du choix de v, puisque lorsqu’il y a un choix possible
la conjecture est démontrée. On notera donc St(K/k, S) la conjecture abélienne
de Stark de rang 1. Lorsqu’il y une unique place totalement décomposée, on note
&x/k.s 'unité de Stark associée (définie a multiplication par une racine de 1’unité et
a conjugaison galoisienne pres).

Corollaire 3.3.14. — Si K = k, alors St(k/k, S) est vraie.

— Si k a au moins deux plongements complexes, alors St(K/k, S) est vraie.

— Si k a un plongement complexe et si S contient une place finie totalement décom-
posée, alors St(K/k, S) est vraie.

La véracité de la conjecture dans certains cas entraine sa véracité dans d’autres cas.

Proposition 3.3.15. Soit S’ un ensemble fini de places de k vérifiant S C S’.
Alors St(K/k, S) implique St(K/k, S").
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Proposition 3.3.16. Soit F/k une sous-extension de K/k.
Alors SUK/k,S) implique St(F/k, S).

Lorsqu’il énonca sa conjecture dans [Sta80], Stark la démontra dans deux cas.

Théoréme 3.3.17 (Stark). On suppose que k = Q ou que k est un corps quadratique
imaginaire.
Alors St(K [k, S) est vraie.

La théorie du corps de classes permet de démontrer le résultat suivant.

Lemme 3.3.18. On suppose que k a au moins card(S«(k)) — 1 places totalement
décomposée dans K|k et que S;am(K/k) = 0.
Alors, toutes les places infinies de k sont totalement décomposée dans K/ k.

On peut donc déduire du théoreme précédent le corollaire suivant.
Corollaire 3.3.19. Si card(S) = 2, alors St(K/k, S) est vraie.

D’apres la proposition [3.3.13] comme les places complexes sont toujours totalement
décomposées, on peut décomposer les cas a étudier en trois grandes familles.

TR : v est une place réelle. Le corps k est totalement réel : toutes ses places
infinies sont réelles. Les places infinies de K au-dessus de v sont réelles, les autres
sont complexes. S n’a pas de nombre premier totalement décomposé.

PTR,, : v est une place complexe. Le corps k est presque totalement réel : a part
v toutes ses places sont réelles. Le corps K est totalement complexe : toutes
ses places infinies sont complexes. S n’a pas de nombre premier totalement
décomposé.

TR, : v estune place finie. Le corps k est fotalement réel. Le corps K est totalement
complexe : toutes ses places infinies sont complexes. S n’a pas d’autre nombre
premier totalement décomposé.

Le cas TR, est a I’origine de la conjecture de Brummer-Stark dont on ne traitera
pas ici.

3.3.4 Formules d’indice

Dans le reste de cette these, on s’intéresse au cas TR. Onavuquesik = Q la
conjecture est vraie, on peut donc supposer que k # Q.
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On a alors card(S«(k)) > 2 et de plus k a une unique place infinie totalement
décomposée, donc on déduit du lemme |3.3.3|que card(S) > 3. Comme v € Sy (k),
on a

Uk kv = {u € Uk tel que |ul,, = 1 pour tout w’ + v} € Uk.

On en déduit également que K admet des plongements réels, et donc wg = 2.

La conjecture abélienne de Stark se reformule alors ainsi.

Conjecture 3.3.20 (Conjecture abélienne de rang 1 de Stark). Il existe une unité
exks € Uk telle que

0. pour toute place infinie w de K ne divisant pas v, on a
|u|w’ = 1,

1. pour tout caractere irréductible y de G on a

, 1
Lis -0 = =3 Z x()loglo(ex.s)l,

oeG

2. et ’extension K ( \/SK/k’S) [k est abélienne.

On peut reformuler la deuxieéme condition a I’aide de la proposition 1.2 du chapitre
IV de [Tat84].

Proposition 3.3.21. La condition 2. est équivalente a la condition suivante :

2. pourtout o € G, ona

o-1g 2
Ek kS € Uk.

@ On suppose dorénavant la conjecture de Stark vraie dans le cas TR.

On a vu que I'unité de Stark est unique a multiplication par une racine de 1’unité et
a conjugaison galoisienne pres. Il est donc naturel de s’intéresser au sous-groupe du
groupe des unités engendré par +1 et les conjugués galoisiens de I'unité de Stark.
Dans cette these, nous nous intéressons plus particulierement au quotient de la partie
moins du groupe de classes par le sous-groupe engendré par les conjugués de 1’unité
de Stark. Pour que I’indice de ce sous-groupe dans le groupe des unités soit défini
et fini, il est nécessaire de faire les hypotheses suivantes

(C4) K est une extension de degré 2 de son sous-corps totalement réel maximal
K",
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(C5) toutes les places finies dans Sk+ sont soit ramifiées, soit inertes dans K/K™.

Ces deux conditions reviennent donc a demander I’existence d’une sous-extension
L/k de K/k telle que [K : L] = 2 et telle que toute place dans Sy qui n’est pas au-
dessus de v admette une unique place au-dessus d’elle dans K. On a alors L = K*.

Définition 3.3.22. On définit alors le sous-Z [Gl-module de Uk suivant

Ustark k/k.5 = Vectzig) (SKM/k,s; ue WK+)-

Sous ces conditions, Xavier-Frangois Roblot a établi dans [Rob13[] une premiere
formule d’indice.

Théoreme 3.3.23. L’indice de Usark k/k,s dans le groupe des unités de K vaut
[K*k]+s—1 P
(Uk : Ustark x/k.8) = 2 s
K+
oul tg désigne le nombre de places finies de Sg+ qui sont inertes dans K/K™.

Comme K et Kt ont tous deux les mémes racines de 1’unité 1 et —1, cette formule
d’indice reste vraie quand on considere les parties Z-libres de ces deux groupes.

Notation. Pour tout corps de nombres L, on note
Uy, =Upfur,

et pour tout u € Uy on note u son image dans 'Z[L.
Si de plus S est un ensemble fini de places de L contenant ses places infinies, on
note .

Urs =Urs/ut,

et pour tout u € Uy s on note ug son image dans Uy s/py.
Comme [K : K*] =2, G* = Gal(K/K™) a un unique élément non trivial que 1’on

note 7. Comme 7 est un élément d’ordre 2 fixé de Gal(K/k), on peut définir les parties
moins Cly et Uy.. D apres la théorie du corps de classes N+ ¢y (Clx) = Clg+ donc

card(Cly) = hhTIi et il existe e € N tel que ((Z(p t N+ 171((7/{1{)) =2¢,

Proposition 3.3.24. Ona &g, 1 s € (Z{}.

Démonstration. Sion fixe un plongement complexe de K, ce plongement est associé
aune place w’ 1 v, donc |8KM /k’3|w’ = 1. De plus, 7 s’identifie alors a la conjugaison

2
complexe sur K, et donc (1 + T)(ek, /k,5) = |8KM/k’3|W, =1. ]
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Ceci permet la reformulation de[3.3.23]en une deuxiéme formule d’indice.

Théoreme 3.3.25. L’indice du G-module engendré par gk, ji.s dans "Z(} vaut
(Ug : ZIG Expypus) = 2°F'Scard(Cly).

Corollaire 3.3.26. Soit p un nombre premier impair.
Alors
card (Uy /Z[G Exyu.s ® Zp) = card(Cly ®Z,).

Afin d’obtenir plus d’informations sur les unités de Stark, il est intéressant de
comparer les cardinaux des y-composantes. En 1992, Karl Rubin montra dans
[Rub92] des formules d’indices de y-quotient pour un autre sous-groupe des unités
liés aux unités de Stark valables sous certaines conditions. Pour nous placer dans le
cadre d’application de ses résultats, il est nécessaire de faire la supposition suivante

(C5) K contient le corps de classes de Hilbert k(1) de k.

Notation. Soit f = f(K/k) le conducteur de I’extension K/k. Pour tout cycle M de
k divisant f, on note k(M) le corps de classes de rayon de M, Ky = K N k(M) et
GM = Gal(KM/k) cG.

Comme v est totalement décomposée dans K/k, pour tout M | f, v est également
totalement décomposée dans K/k, et comme S,4n(Ka/k) C Sram(K/k) € S on
peut appliquer la conjecture de Stark a Kx(/k, S et v, on note €54 ’unité de Stark
obtenue. D’apres la reformulation 2.’, on a s‘zlc € (L{%(M - (L{%{ Et comme I’unité
de Stark est définie a multiplication pres par une racine de 1’unité et a conjugaison
galoisienne pres, on peut définir le sous-groupe des unités de K suivant.

Définition 3.3.27. On appelle groupe des unités de Stark le sous-Z [G]-module de
Uk défini ainsi

Cstark k/k.s = Vectzg) (il; g;/;lﬁc’s pour tout M | { et tout o € GM).

Les résultats de Rubin nous fournissent le théoréme suivant.

Théoreme 3.3.28. Soit p un nombre premier ne divisant pas [K : k] et y un Qp—
caractere irréductible impair de G.
Alors

card ((WK/CStark,K/k,s ® ZP)X) = card ((Cl} ® Z,,)X) .

De ce théoréme, Roblot déduit des raffinements de sa formule d’indice globale.
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Théoreme 3.3.29. Soit p un nombre premier ne divisant pas [K : k] et y un @p-
caractere irréductible impair de G.

Alors .
card ((fu,; JZIG)Exyis ® Z,,)X) = card ((cz,; 87,),

Ces formules sont le point de départ du cas semi-simple traité dans le chapitre

suivant.



Chapitre 4

Liens entre les idéaux de Fitting
du groupe de classes et des unités

Commengons par rappeler le cadre dans lequel on se place. On considére une
extension abélienne de corps de nombres K/k et un ensemble fini S de places de k
qui satisfont les conditions suivantes :

— k est un corps de nombre totalement réel différent de Q,

— |[K : K*] =2, on note 7 le générateur de Gal(K/K™"),

— il existe une unique place infinie v de k qui reste réelle dans K,

- SOO(k) U Sram(k) - S>

— tous les idéaux premiers dans Sg+ sont inertes ou ramifiés dans K/K™.

On suppose la conjecture de Stark vérifiée dans ce cadre, on note & = &k, ks €
Uk T'unité de Stark obtenue et £ son image dans Ux = Uk/ {£1}.

4.1 Conjectures sur I’égalité des idéaux de Fitting

D’apres la proposition [3.3.24, on sait que & € Uu ¢ etdonc que Z [G] € est un sous-
G-module de (Z_JI‘(.

Dans ce cadre, on conjecture le lien suivant entre unité de Stark et groupe de classes.

Conjecture 4.1.1 (Conjecture globale faible). On a égalité entre les deux idéaux
de Fitting suivants

Fittzy 161 (Ux /Z [G1 2 @ Z['2]) = Fittzp ey (Cly ® Z[12]).

Pour tout p premier impair, cette conjecture globale se traduit localement de la
facon suivante.

83
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Conjecture 4.1.2 (Conjecture locale faible). Soit p un nombre premier impair.
On a égalité entre les deux idéaux de Fitting suivants

Fittz, ) (U /Z[G] € ® Z,) = Fittz, ) (Clx ®Z,).

Proposition 4.1.3. La conjecture globale faible est vérifiée si et seulement si, pour
tout nombre premier impair la conjecture locale faible [’est.

Démonstration. Notons I = Fittz[l/z][(;] ((TII_(/Z [Gle®Z [1/2])
Pour tout G-module M et pour tout p # 2 on a (M ® Z['/] ) ®Zp =~ M®Zp, donc

Fittzp[G] (M ® Zp) = Fitth[G] ((M ®Z['/)] ) ® Zp) .

Donc d’apres la proposition[I.6.13]de principe local-global des idéaux de Fitting,
on a alors pour tout p # 2

Fittz, () (Ux /Z[G1E® Z,) = IZ, [G].
Puis d’apres le principe local-global,
Fittzpic) (Clx ® Z['2]) = 1
si et seulement si pour tout p # 2, on a
Fittz, ) (Cly ® Z,) = 1Z, [G].
Autrement dit, on a
Fittzp a1 (Clx ® Z['/21) = Fittzpe) (Ux /Z[G1E @ Z['/2])

si et seulement si, pour tout p # 2, on a

Fittz, g1 (Cly ® Z,) = Fittz, (6) (Ux /Z[G12® L)

Dans certains cas, on peut espérer une propriété plus forte.

Conjecture 4.1.4 (Propriété globale forte). On a l’isomorphisme de Z[')2] [G]-
module suivant

Uy /ZIG1E® L[] = Z[/2] [G)/Fittzp ey (Clx ® Z['12)).
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Pour que cette propriété ait des chances d’étre vérifiée, il faut en particulier que
U ®Z['[2] puissent Etre engendrée par 2 générateurs en tant que Z ['/2] [G]-module.

Cette propriété admet également une version locale.

Conjecture 4.1.5 (Propriété locale forte). Soit p un nombre premier impair.
On a I’isomorphisme de Z,, |G]-modules suivant

Ux/ZIG1E® L, ~ L, [G] [Fittz, ) (Cly ®Z,).

Proposition 4.1.6. La propriété globale forte est satisfaite si et seulement si, pour
tout nombre premier impair la propriété locale forte I’est.

Démonstration. D’apres la proposition[I.6.10] on a
Fittzp i) (Clx ® Z['/1) = Fittzppiay (C e @ 217 [G]) = Fittzg) (Clx) Z['/1[G]
et pour tout p premier
Fittz, ) (Clx ® Z,) = Fittz, () (cz,; 2 Zp [G]) = Fittz(g (Clg) Z, [G].
Donc la proposition[I.3.T|implique
Z (') [G]/Fittzp i) (Cly ® Z['/21) = Z[G) [Fittzic) (Clg ) 8 ZUL(G]
~ Z[G] [Fittzi) (Clg ) ® Z['/2]
en tant que Z ['/2]-modules, et pour tout p premier
Z, [G) [Fittz, ) (Clg ® Z,) = Z[G] [Fittzc) (Clg ) 8 ZplG]
~ Z[G] [Fittzg) (Clx ) ® Z,

en tant que Z,-modules.
En utilisant le corollaire [[.4.4] on a alors les isomorphismes de Z['/2]-modules
suivants

Z '] [G]/Fittzpyic) (Cly ) = Z[G] [Fittzi (Clg ) ® Z['/1]

= (P (2, [G] [Fittz, 11(Clx ®Z)).
p#2

U /ZIG1E@ L)) =~ ) (Uy/ZIG1 20 Z,).

p#2
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Ces isomorphismes commutant avec 1’action de G, on en déduit que si pour tout
p # 2 premier on a

Uy/ZIG1E® L, = 7, [G] [Fittz, ) (Clx ®Z))
en tant que Z, [G]-modules, alors
Ug/ZIG1E®Z[')2] = Z['/][G]/Fittzppic) (Clx ®Z['2])

en tant que Z ['/2] [G]-modules.
Réciproquement, si

Uy /Z[G1E® L[] = Z['/2] [G)/Fittzp i (Cly ® Z['12])
alors pour tout p # 2, on a
Uk /ZIG1E® Z, = Z['1] [G]/Fittzp i) (Clx ® Z['2]) ® Z,
= 7, [G] [Fittz, ) (Cl ® Z,).

Ces nouvelles conjectures représentent des versions plus fortes des précédentes.
Proposition 4.1.7. La conjecture locale forte implique la conjecture locale faible.

Démonstration. Soit p premier impair.
On suppose qu’on a I’isomorphisme de Z, [G]-modules suivant

Uy /ZIG1E® Z, = Z, [G] [Fittz, ) (Cly ® Z,).
Alors on a
Fittz, ) (Uy/Zp [G] € ® Z,) = Fittz, () (Z, [G] /Fittz, 1) (Cly ®Z,))
= Fittz, ) (Cly ®Z,)
d’apres la proposition[I.6.6] O

Corollaire 4.1.8. La conjecture globale forte implique la conjecture globale faible.

4.2 Le cas semi-simple

Dans cette section, nous nous intéressons au cas semi-simple, ce qui signifie que le
nombre premier considéré ne divise pas le cardinal de G. Nous allons démontrer
que ces nombres premiers vérifient la conjecture locale forte, en commencant par la
démonstration de la conjecture locale faible. Pour étre dans le cadre d’application
de [Rub92], nous faisons I’hypothese supplémentaire suivante :

— K contient le corps de classes de Hilbert de k.
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4.2.1 Théoreme semi-simple faible

Le but de cette section est d’établir la conjecture faible dans le cas semi-simple.

Théoreme 4.2.1 (Théoréme semi-simple faible). Soit p un nombre premier ne
divisant pas card(G).
Alors N

Fittz, () (Uy/Z[GE® Z,) = Fittz, ) (Clx ®Zy).

Pour y parvenir, nous procédons d’abord y-composante par y-composante puis nous
les recollerons.

Lemme 4.2.2. Soit y un @p—caractére irréductible de G.
On a alors I’égalité suivante entre idéaux de Fitting

Fittz ] (((Z{,; /Z[G]E® Z,,)X) = Fitty, [, ((cz,; ® Z,,)X) :
Démonstration. D’apres la formule d’indice [3.3.29|démontrée dans [Rob13]l, on a
card ((ru,; /Z[G)E® Z,,)X) = card ((czg ® Z,,)X) .

L’anneau Z,, [x] est un anneau de valuation discréte, donc d’apres la proposition

[L68ona
card (Z,, L] /Fitiy ) ((fZ{,} JZ[G]E® ZP)X)) = card (U /Z[G) 3 z,,)x)
et
card (Zp L] /Fitty 1) ((cz;( ® ZP)X)) = card ((cz;( ® ZP)X),
donc
card (z,, L] /Fittz, ((i{; JZ[G)E® ZP)X)) = card (Z,, L] /Fittz, [, ((cz; ® Z,,)X)) .
Notons 7 I’'uniformisante de Z,, [y] et m et n les valuations 7-adiques des générateurs

de Fitty, ) (((T/Z1G12) ©17,) ) et de it ) (Cly ©2,), )
Ona

card (Zp x]/7"Z, Ly]) = card (Zp [x] [Fittz, [] (((ZI}/Z [Gle® Zp))())
= card (2, [y [Fit, 1 ((Cie 2, )
= card (Z,, x]/7"Z, LY])

doncm =net

Fittz, ) (Ux/Z161 02, ) = Fit, ) ((Cli ©2,) ).
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En recollant les y-quotients, nous allons maintenant démontrer le théoreme {.2.1]

Démonstration. Comme les Z, [G]-modules Uy /Z[G]e ® Z), et Cl ® Z), sont
finis, donc de type fini et que pour tout y irréductible on a

Fiti 1) (Ux /216120 2,) ) = Finy, ) ((Cl 82,) ).
on déduit I’égalité
Fittzp[G] ((ZI}/Z [Gle® Zp) = Fittzp[(;] (Cl} ® Zp)

du théoréme de décomposition du Fitting en y-composantes. m|

4.2.2 Monogénéité de Uy ® Z, comme Z, [G]-module

Dans cette section, nous allons identifier le G-module ‘Z{} a un idéal I(E_ de Z [G].
K

Ceci fournira une identification de U ¥ ®Zp avec un idéal de Z, [G], ce qui permettra
d’établir sa monogénéité.

Proposition 4.2.3. 1] existe @ € U  tel que
Uy ®Q=Q[GI (@@ 1) = Q[Gl(@8 ).
De plus Anngg-(@ ® 1) = 0 et donc
Uy ®Q=Q[G]”
en tant que Q [G]-modules.
Démonstration. D’apres la section [3.2.2)sur le régulateur de Stark,
Uk ®Q = Ugs.x ®Q = QSx(K)]y
en tant que Q [G]-modules, donc
Uy ®Q = QS=(K)]y

en tant que Q [G]-modules. Nous allons donc étudier Q [Se(K)],. Comme

QUS(K)1 = P QI
V€S (k)

ol pour tout v/ € Sy (k), w’ est une place de K au-dessus de v/, on a

QUSKI" = P QG w.
V€S (k)
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Orsiv #v,onatw’ =w',donc Q[G]"w = Q[G] (1 — 7)w’ = 0. Ainsi
Q[Sx(K)]” =Q[G]™w

ou w est une place de K au-dessus de v.
Ona
Q[Sx(K)]y = QIS«(K)™ NQ[Se(K)]y »

mais pour tout b = Y, B, € Q[G]",onapB;, = —B,,donc >, B, =0etdonc
oeG oeG

Q[Sw(K)]” € Q[Se(K)]p -

Ainsi,
Q[S(K)]y = Q[Sx(K)]™ = Q[G] (16 — T)w.

Comme tout élément de 771} ® Q est de la forme y ® % on peut donc noter @ ® %
I’image de (1g — 7)w dans (z{;( ® Q. On a alors

_ 1
(LI}@’Q:Q[G]_(@@ ;)=Q[G]_(5I®1)=Q[G](&®l)

et
_ _ 1
AHHQ[G]—(Q’ ® 1) = AHHQ[G]— (CY ® 2) = AHHQ[G]— ((lG - T)W) =0.

Proposition 4.2.4. Le G-module engendré par @ est d’indice fini dans ‘Z_JI_(
On note ag = ((TII} : Z[G] c_x).

Démonstration. Comme Q est un Z-module plat,

(Ux/Z1G12)2Q = (U ®Q) /(Z[Gl2®Q) = Q[G] (¢®1)/Q[G](@®1) = 0.

Donc pour tout x € ‘Z(% il existe n, € N tel que nyx € Z[G] @, et comme 7_11‘{
est un Z-module de type fini, il existe az € N tel que pour tout x € Uy on a
azx € Z[G] a. O

Nous allons maintenant construire une injection de Uu ¢ dans Z [G] en trois temps.

Gréace a la proposition précédente, on peut définir le premier morphisme de G-
modules suivant

X agx

. {ﬂgeZ[G]a
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Comme U, est sans Z-torsion, ce morphisme est injectif.

On construit ensuite le deuxieéme morphisme de G-modules

{mm&ﬁzmr
Hiy _
yCL’F—)@y

Siya=0,onaalorse’ya=0ete"y(@®1) =0,0re"y € Q[G]™ et Anngg-(@ ®
1) = 0donc ey = 0 et f, est bien défini. De plus, ce morphisme admet y — ya
comme réciproque, il s’agit donc d’un isomorphisme de G-modules.

Il ne reste alors plus qu’a injecter Z [G]™ dans Z [G] grace a

(z16T - ZIG]
lye 2y

Le morphisme composé
f=fofrofi: Uy > ZI[G]
est alors un morphisme de G-modules injectif.
Notation. Notons I;_ = f (Uy) I'idéal de Z[G].
Proposition 4.2.5. Le G-module 77[_( est isomorphe a l’idéal If;( de Z[G].

Plus précisément, on a
ngfLQ = 1,17}(5,

ot ng = 2ag € N.
Ceci nous permet de démontrer le résultat suivant.

Théoreme 4.2.6. Soit p un nombre premier ne divisant pas card(G).
Alors il existe f € Uy ® Z), tel que

Uy ®Z,=Z,[G1B=Z,[G B=~Z,[G].

Démonstration. D’apres la proposition [2.2.26] comme p 4 card (G), I’anneau
Z,, [G] est quasi-principal. L’anneau Z [G] ® Z,, étant isomorphe a I’anneau Z, [G],
il est lui aussi quasi-principal.

Ainsi I7- ®Z) est donc un idéal principal de Z [G] ® Z,, et donc un Z, [G]-module
monogene. Il existe donc x € If} ® Z, tel que

Iy ®Z, = Z,[G]x.
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On a donc
ng (Ug ® Z,) = (ngUy ) ® Z, = I; @ ®Z, = Z, [G] ax.
K
Notons 8 € (ZI} ® Z, tel que ax = ngf. On a donc
ng (Ug ® Zy) = n5Z, [G1.

Orng € ZetU x ®Z, n’a pas de Z-torsion, on en déduit

Uy ®Z, =7, [G]P.
Par ailleurs, 8 € (ZII_( ®Zp, donc e B = P et

Zy[G1B=Zp[G] B.
De plus

QG B=Z,[GI BOQ, = (Ux®Z,)®Q, = Ur 8 Q,
= (U ©Q)®Q, = QIGI ®T = Q,[GI”

donc AnnZP[G]*(ﬁ) C Aanp[G]* (ﬂ) = (0 et on a bien

Zp G B=Zy[G] .

4.2.3 Théoreme semi-simple fort

Nous pouvons maintenant démontrer que la conjecture locale forte est vérifiée pour
les nombres premiers p ne divisant pas card(G).

Théoreme 4.2.7 (Théoréme semi-simple fort). Soit p un nombre premier ne divisant
pas card(G).
Alors on a I’isomorphisme de Z, [G]-modules suivant

Uk /ZIG1E®Z, = Z, [G]” [Fitty 1 (Clx ®Z,).
D’apres le théoréme il existe 8 € (Z(I‘{ ® Zp tel que
‘ZI}@ZP =Z,[GI1B=Z,[G] B=Z,[G] .
Comme € € 7_11‘(, il existe Az € Z, [G] tel que

e® 1 Zﬂgﬁ.
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Proposition 4.2.8. On a I’isomorphisme de Z, |G]™-modules suivant
UL /ZIG1E®Z, ~Z,[G] [|A:Z,[G] . (4.1)
Démonstration. Comme Z,, est un Z-module plat,

Ug/ZIG12®Z, ~ (U ®Z,)/ (ZIG1E®Z,)).

Oron a .
Uy ®Zy,=7,[G] B,
et
Z[Gle®Zy, =Zp[Gl(e® 1) = A:Z2, [G] B = A:Z, [G] B,
donc on a

U /Z[GlE®Z, ~ 7, [G]” B/ A:Z, [G]B.
Or Anng G)-(B) = 0, donc on a I'isomorphisme de Z,, [G]™-modules suivant
Zp[G]” B/ ALy [G] B =Zp[G] | 4:Z, [G]™ .
m
Démonstration du théoréme semi-simple fort[.2.7) D’apres le corollaire [1.6.12]
Fitty 1) (Ux/Z[G1&®Z,) = e Fittz, ) (Ug/Z[G12® Z,))

et
Fitty, - (Clg ® Z,) = e Fittz, 1) (Cly ®Z,).

donc le théoréme semi-simple faible {.2.1|implique

Fitty - (Clg ® Z,) = Fitty, 6y (Ux /Z[G12®Z,).
On déduit alors de la proposition 4.2.8]

Fitty (- (Clg ® Z,) = Fitty (6 (Ux /Z[G12® L))

= Fittz, (- (Z, [G]” /4:Z, [G]")
= :Z,[G]".

L’isomorphisme de [4.2.8]se réécrit alors

Ug/ZIG1E®Z, = Z, [G]” [Fitty g (Clx ®Z,).
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4.3 Principalité simultanée des idéaux de Fitting

Dans cette partie, on démontre le résultat suivant a I’aide des suites de Tate.
Théoreme 4.3.1. Soit p un nombre premier impair.
Alors les deux affirmations suivantes sont équivalentes

1. Fittz,[G) ("ZI} /Z[Gle® Zp) est un idéal principal de Z, [|G] engendré par un
élément non diviseur de 0,

2. Fittz, (g (C Iz ® Zp) est un idéal principal de Z,, |G| engendré par un élément
non diviseur de 0.

Nous établirons d’abord une variante de ce théoréme relative aux S-unités et au
S-groupe de classes avant de montrer que les deux variantes sont identiques. On ne
suppose plus ici que K contient le corps de classes de Hilbert de k.

4.3.1 Suites de Tate

Nous allons maintenant nous intéresser aux suites de Tate, un outil introduit par John
Tate dans [Tat66]] puis notamment développé par Theodore Chinburg dans [Chi83]]
pour étudier la structure galoisienne des unités. La version que nous donnons ici
correspond au théoreme 9 de [Wei96].

Théoreme 4.3.2. I existe une suite exacte, appelée suite de Tate, de la forme

0->Uxksy, > A—>B—->V -0,

out A est un G-module cohomologiquement trivial, B un G-module projectif, et V un
G-module vérifiant les conditions suivantes :

1. le sous-module Torz(V) de Z torsion de V est isomorphe a Clk s,

2. en notant V = V/Torz(V), on a la suite exacte suivante
0—>§—>Z[S]—>Z—>O,

o Z[S] — Z est le morphisme d’augmentation qui a un élément de Z [S]
associe la somme de ses coefficients. Autrement dit,

V/Torz(V) = Z[S]o
en tant que G-modules.

Notation. Pour tout nombre premier p, on note G, le p-Sylow de G.
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Proposition 4.3.3. Soit p un nombre premier impair.
Alors pour touti € Z, on a

H'(G).Cly s, ®Z,) = H* (G Uy 5, ®L,y).

Démonstration. Implications du résultat de Weiss pour la partie moins :
Soit A et B les G-modules fournis par le théoreme [4.3.2]
On a les trois suites exactes de G-modules suivantes

1.0 > Ugs, > A—>B—>V =0,
2. 0 Clgs, = V— V-0,
3.0V —-Z[S]>Z—0.

Comme Z,, est un Z-module plat sur lequel G agit trivialement, on obtient I’exacti-
tude des suites de Z, [G]-modules qui en sont issues

1. 0> Uksy ®Zy > A®Z, > B®Z, > VQZ, — 0,
2.0 Clgs, ®Zp > V®Z, > V®Z, >0,
3.0-V®2Z,>Z,[S] > 2Z,—0.
Et d’apres la proposition [I.5.TT} on obtient enfin I’exactitude des suites de Z, [G]-

modules obtenues par passage a la partie moins (pour la suite a quatre termes, il suffit
de la diviser en deux suites exactes courtes via I’'image du deuxieéme morphisme)

10— (Ugs, ®Zy) —(A®Z,) —(BoZ,) —(VeZ,) —0,

2. 05 (Clgs, ®Z,) —(Vez,) —(Vez,) -0,

3.0-(Vez,) -2Z,[81” > Z, > 0.
Or 7 agit trivialement sur Z,,, donc Z,, = 0 et pour tout G-module M, G agit a gauche
sur M ® Z,, donc (M ® Zp)_ = M~ ® Z,. Par ailleurs, 7 agissant trivialement sur
Uk, ona (L{} Sk = (LII_( s, €N tant que G-modules. On peut donc réécrire les suites
exactes ainsi

L 0> Uy ®Z, > A" ®Z, > B ®Z, -V 8Z, -0,

2.0-Clyy ®Z, >V ®Z, >V ®Z, -0,

3.0V ®Z, - Z,[S]” — 0.

Calculde Z, [S]™ :
Par définition

z,181= Pz, 161w,
v'eS
oll pour toute place v/ € S, V' est une place de K au-dessus de v'. On a donc

Z,1SI =Pz, 161w

VES
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— Siv" # v, alors Tw’ = w’. En effet, les places infinies qui ne sont pas au-dessus de
v sont ramifiées dans K/K* et on a supposé que toutes les places finies dans S
sont soit inertes soit ramifiées dans K/K*. On a alors

Z,[G1"w =Z,[G](1g —)w" = 0.
— SiVv' = v, vest totalement décomposée dans K/k, donc
Zp[Glw = Z, [G]

en tant que Z, [G]-modules et on en déduit I’'isomorphisme de Z, [G]-modules
suivant
Zy[G]"w=2Z,[G] .
Ainsi,
Zp[SI" =ZpIG]" w=Zy[G],

ou w est une place de K au dessus de la place v totalement décomposée dans K/k.
Calculs de cohomologie :
D’apres le théoreme [.3.2]et le théoreme ?? on sait que A et B sont des G-modules
cohomologiquement triviaux, et comme G, est un sous-groupe de G, pour tout
i€Z,0na

A'(G,.A) = A (G,. B) = 0.

On déduit alors de la proposition|1.5.14|que pour tout i € Z,
A'(GpA"®Z,) = H'(G,, B ®Z,) =0.
On découpe la premiere suite exacte en deux suites exactes courtes
0 Ugs, ®Z, > A" ®Z, - C—0

et
0-C—->B ®Z2,>V ®Z,—0,

dont on déduit I’exactitude des deux suites infinies de cohomologie
Lo B (G Uy g, ®Z,) = 0 — H' (G C) » A (G, Uy 5, ®Z,) — 0.
> H (G, C) > 0> A'(G). V" ®Z,) > A* (G, C) > 0...
Donc pour tout i € Z,

A'(G,.C) = A (G, Uy 5, ©T,)
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et
A (G, V" ®Z,) = A% (G).C).

Ainsi, pour touti € Z, on a
(G, V" ®Z,) = A" (G Uy s, ®Zp). 4.2)

On a montré dans le paragraphe précédent que Z,, [S]™ ~ Z, [G]™ en tant que Z, [G]-
modules, donc en tant que G-modules. Par ailleurs Z,, [G]™ est cohomologiquement
trivial d’aprés la proposition[I.5.T5et G, est un sous-groupe de G, donc pour tout
i€Z,ona

A'(G,.Z,[81") = A (G, Z, [G]") = 0.

A I’aide de la troisiéme suite exacte, on obtient donc pour tout i € Z
A(Gp. V" ®Z,) =0
La deuxieme suite exacte fournit donc la suite exacte de cohomologie suivante
o0 H (Gp,ClI_{’SK ®Zp) - H (G,,,V‘ ®Zp) - 00— ..

Ainsi, pour touti € Z, on a

A (Gp.Cly g, ®Z,) = H'(G,. V" ®1Z,). (4.3)
Ainsi, en combinant les équations (4.2)) et (4.3), on obtient finalement, pour tout

i€Z,
Jid (G,,, Clyg, ® Zp) = A2 (Gp, Uy s, ® Z,,) .

4.3.2 Cohomologie d’un quotient du groupe des S-unités

La connaissance de la cohomologie du groupe infini des S-unités nous renseigne
sur la cohomologie de certains quotients finis de ce méme groupe.

Proposition 4.3.4. Soit p un nombre premier impair, F un sous-groupe de G et

a € "LII_( Sk tel que Z, [G]” (@ ® 1) = Z,, [G]™ en tant que Z, [G]-modules.
Alors, pouri € Z, on a

A'(F.Uygs, ©Z,) = H (F, Uy /ZIG] @®Z),).
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Démonstration. On a la suite exacte de G-modules suivante

0-Z,[Gl @®1) > Ugg ®Z, > Uy /ZIG]"a®Z, — 0.

Comme F est un sous-groupe de G, en déduit la suite infinie exacte de cohomologie

o B(FZ,[GT @8 ) - A (F. Uy g, ®Z,) >
A (F. Uy, |ZIGI" @®Z,) > A (F.Z,[GI" @8 1)) - ..
On a suppos€ Z,, [G]” (@ ® 1) ~ Z, [G]™ en tant que Z, [G]-modules, donc en tant

que G-modules. D’apres la proposition|1.5.15|Z, [G]™ (@ ® 1) est donc un G-module
cohomologiquement trivial et donc pour tout i € Z,

A'(F.Z,[G]” (@®1)) = 0.
On en déduit que pour tout i € Z

A (F Uy, ©Z,) = H (F, Uy /ZIG] @®Z,).

4.3.3 Idéaux de Fitting

Soit p un nombre premier impair. On rappelle que G, désigne le p-Sylow de G.
Notons A, un supplémentaire de G, dans G. Le résultat de cette section découle de
la proposition 4 de [CG98| reproduite ci-dessous.

Proposition 4.3.5. Soit y un caractere p-adique de A, irréductible sur @p et M un
Zp [x][Gp]-module fini.

Les affirmations suivantes sont équivalentes

- ﬁi(Gp,M) = 0 pour tout i € Z,

— il existe | € N tel que la suite

0- 2, ¥1[Gy]' = Z, [¥][Gp] = M — 0

soit une suite exacte de Z, x| [Gp]-modules,
— Fittz [\1[,](M) est un idéal principal de Zp, x| |G ] engendré par un élément
non diviseur de 0.

Proposition 4.3.6. Soit M un Z, [G]-module fini.
Les affirmations suivantes sont équivalentes
- Fli(Gp,M_) = 0 pour touti € Z,
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— Fittz |6} (M™) est un idéal principal de Z, [G]~ engendré par un élément non
diviseur de 0.

Démonstration. Comme p £ card(Ap), en notant ¥, _ . 1’ensemble des caracteres

Q
Qp-irréductibles impairs de A, d’apres la proposition [2.2.32|on a

M = B em,

ye Yi;r,Qp

donc d’apres la proposition ?? pour tout i € Z,
A (G, M )= B A (G eyM).
"l,eyi;r,!@p
Ainsi, pour tout i € Z, on a
A(Gp.M™) =0
si et seulement si

a (Gp, e(/,M) =0 pourtout ¢ € ¥y ¢ .

Pour tout ¢ € Yi;r,Q,,’ il existe un caractere @p—irréductible Xy de Ay tel que ¢ = iy,
et donc e, M ~ M, est un Z,[xy][A,]-module y,-isotypique. Et comme ey M est
un sous-Z, [G]-module de M, on en déduit que c’est un Z,|yy|[G,]-module fini
auquel on peut appliquer la proposition précédente.

Ainsi, on a

A (G,,,M_) =0 pourtouti € Z
si et seulement si

Fittz ,)(c,](esM) estun idéal principal de Z,[xy][G)]

engendré par un €élément non diviseur de O pour tout ¢y € ¥ 9,
s p

Par ailleurs, d’apres la démonstration de 2.2.24} pour tout € ¥, g, Ona I’isomor-
phisme d’anneaux
Zplxyl = eyZy[Ap),
dont on déduit I’isomorphisme d’anneaux
ZplyllGpl = eyZp[Ap][Gp] = eyZ, [G] .

On a également I’isomorphisme de Z, [y, ][G,]-modules

M~e,M @ Z,[G]=M ® Z,G],
ey ey -5 p [G] z,,[c]e‘” p [G]
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donc

Fittz, [, (6,1 (€M) = Fittz, [, )6, (M 24t V7 [G]) '

Ainsi I'isomorphisme d’anneaux Z, [y ][G,] = eyZ, [G] envoie I'idéal Fitty, |, (¢, (esM)
sur I’idéal Fitt, 2Z,[G] (M Zé[bG] ey [G]). Or eyZ, [G] est une Z, [G]-algebre asso-
P

ciative, donc d’apres la proposition[I.6.10} on a
Fittewzp[(;] (MZQ[gG] el,,Z,, [G]) = ell’ZP [G] Fittzp[(;](M) = el/,Fittzp[G](M).
P

Ainsi, on pour tout i € Y. ,ona

Q

Fittz 1,1(6,](esM) estun idéal principal de Z,[xy][G,]
engendré par un élément non diviseur de O

si et seulement si

ewFitth (61(M) est un id€éal principal de eyZ, [G]
engendré par un élément non diviseur de 0.

Or d’apres le corollaire[I.6.12]et la proposition[2.2.32] on a

Fittz, - (M) = e Fittz, ) (M) = €] eyFittz, () (M).
yey:

irr,Qp
Et comme les e, sont orthogonaux, on a

ewFitth[G](M) est un idéal principal de e, Z, [G]

engendré par un €lément non diviseur de O pour tout ¢ € ¥ 0
aNp

si et seulement si

Fitty ;6;- (M) estun idéal principal de Z, [G]~
engendré par un élément non diviseur de 0

ce qui acheve la démonstration. O

4.3.4 Théoreme de simultanée principalité des idéaux de Fitting

Pour tout nombre premier p, on note toujours G, le p-Sylow de G. On note £s
I'image de I'unité de Stark & dans U Sk On a alors le résultat suivant.
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Théoreme 4.3.7. Soit p un nombre premier impair.
Alors, ces deux affirmations sont équivalentes

1. Fittzp[G]— ({I} Sk /Z]|G]" es ® Zp) estun idéal principal de Z,, [G]~ engendré
par un élément non diviseur de 0,

2. Fitty (G- (C e s © Zp) est un idéal principal de Z, [G]™ engendré par un
élément non diviseur de 0.

Démonstration. D’apreés la proposition 4.3.3] pour tout i € Z, on a
H'(G).Cly s, ®Z)) = H* (G Uy 5, ®ZL,y).
D’apres la formule d’indice [3.3.25} Z [G] € est d’indice fini dans Uu x» donc pour

tout p # 2, on a Anng (G-ze1) = 0, donc Z, [G]” (@ ® 1) =~ Z, [G]” en tant que
Zp, [G]-modules. Grace a la proposition on en déduit que pour tout i € Z, on a

H'(Gp.Cly g, ®Z) = H* (G, Uy 5, 1ZIG] Es ®Z,).

En particulier,
A'(G,.Clg.s, ®Zp) =0 pourtouti € N

si et seulement si
A'(G,. Uy g, /ZIG]" s ®Zp) = 0 pour tout i € Z.

Et comme les Z,, [G]-modules Cly ¢ ®Z, et Uy ¢ /Z[G]” &s ® Z,, sont finis, on
K SOK
peut leur appliquer la proposition pour conclure. O

Pour en déduire le théoreme [4.3.1] énoncé en début de section nous allons recourir a
la proposition ci-dessous.

Proposition 4.3.8. On a
Uy s, = Ug

et pour tout nombre premier impair p on a
Clys,®Lp=Cly®Z),
en tant que Z, [Gl-modules.

Ceci implique en particulier £s = €.
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Démonstration. — Comme les idéaux premier dans S sont inertes ou ramifiés dans
K/K_+, tout idéal premier P dans Sk vérifie 7(P) = P. Soit x € Uk,s, tel que
X € Uks,. Pour tout P € Sk \ Swo(K), 0n a

[T(Olp = [xlr ) = |Xlp -
Or (1g + 7)x € ug = {1}, donc
x5 = [r(O)lp xlp = 1.

On en déduit que pour tout P € Sk \ So(K), |x|lp = 1, donc x € ‘Z[}.
On a donc bien . .
'll}’ Sk = Uy.

— Considérons le morphisme de G-modules
f:Clx = Clgs,.

C’est un morphisme surjectif de noyau (P)pes,\s..(k)» olt P désigne la classe de
%P dans Clg. Comme f et T commutent, il induit un morphisme de G-modules
surjectif de G-modules

J7:Cly > Cly s,

dont le noyau vaut (5);, S \Su(K)"
Comme Z, est un Z-module plat, on obtient alors le morphisme surjectif de
Zp, [G]-modules

fp i Clxg®Zy = Clg g ®Zp,

dont le noyau vaut (5};,6 Si\Sw(k) © Z, = (g - T)<¢>p53K\3m(1{) ® Z, comme
p#2

Soit P € Sk \ Soo(K). Comme P est soit inerte soit ramifié dans K/K*, on a
™ =Pet(lg —1)P = Ok.

Ainsi, (16 = T(P)pes,,(k/k) ® Zp = 0 et f, est un isomorphisme.

Nous allons donc pouvoir démontrer le résultat souhaité

Théoreme (4.3.7). Soit p un nombre premier impair.
Alors les deux affirmations suivantes sont équivalentes
1. Fittz, 6 ((Zl;( [Z|Gle® Zp) est un idéal principal de Z, |G] engendré par un
élément non diviseur de 0,
2. Fittz, (g (C lx® Zp) est un idéal principal de Z,, |G| engendré par un élément
non diviseur de 0.
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Démonstration. D’apres la proposition précédente, pour tout p premier impair, on

a
Fittz, ¢) (Uy/Z[G1E®Z,) = Fittz, 1) (Uy s, /Z[G1 £ Z,)

et
Fittzp[c] (Cll_( ® Zp) = FittZP[G] (Cl},SK ® Zp) .

Et comme & = &g, le théoréme fournit directement le résultat souhaité. O



Chapitre 5

Exemples de vérification
algorithmique de la conjecture

faible

5.1 Représentation algorithmique des objets algébriques

5.1.1 Représentation algorithmique des groupes abéliens de type fini

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe abélien (noté multiplicativement) de
type fini, ayant r générateurs. Algorithmiquement, un groupe abélien de type fini
peut étre représenté par un systeme de générateurs, et une matrice qui indique les
relations algébriques entre ses générateurs.

On note Genz(G) = (geny, ..., gen,) un ensemble de générateurs de G :

,
Vg € G, X = (x;) € M,.1(Z) tel que g = Genz(G)X = ]—[ gen’.
i=1
On note Relz(G) € M, (Z) sa matrice de relations sur Z :

VX € M, 1(Z), Genz(G)X = ¢ si et seulement si
Y € M, 1(Z) tel que X = Relz(G)Y.
5.1.2 Représentation algorithmique des groupes abéliens finis

Dorénavant, G est un groupe abélien (toujours multiplicatif) fini a ¢ éléments. On lui
associe toujours un systeme de générateurs et relations (Genz(G), Relz(G)), mais
on peut également le représenter par la liste exhaustive de ses éléments que 1’on
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donne par leur coeflicients sur les générateurs du groupe. Plutdt que de stocker la loi
de G en établissant sa table de Cayley globale, on peut se contenter de représenter
la multiplication de chacun de ses générateurs par une matrice de permutation des
élements de G.

On note G le vecteur ligne constitué de ses élements :

G=(8g1, 8-

On note Eltz(G) la liste des ¢ vecteurs de longueur r des coeflicients des éléments
de G sur les générateurs Genz(G) :

Eltz(G) = (X1, ..., X;) € M1 (Z)
ot Vi€ [1;1], Xi € M.\ (Z) vérifie g; = Genz(G)X;.

Pour chaque générateur gen de G, la multiplication par gen fournit une matrice de
permutation de Eltz(G). On note Multgen(G) le vecteur constitué de ces matrices :

Multgen(G) = (My, ..., M,) € GLA(Z)"
ou Yk e [l;r], My = (ml(k])) € GL,(Z) est la matrice de permutation vérifiant
mfkj) =1 sietseulementsi g; = g; geny.

Les générateurs de G sont donc les vecteurs de Eltz(G) dont une coordonnée vaut
1 et les autres 0. On garde en mémoire leurs positions dans Eltz(G) au sein d’une
liste Indexz(G) :

Indexz(G) = (ny,...,n,) € Z"
ou Yk € [1;r],n € Z vérifie geny = gy,.

5.1.3 Représentation algorithmique des G-modules

On consideére maintenant un G-module de type fini M. Ce G-module est aussi de
type fini sur Z, on lui associe un systeme de générateurs (dont on note s le cardinal)
et relations sur Z :

(Genz(M), Relz(M)).

Pour tout générateur my de M et tout générateur gen; de G, on note By € M 1(Z)
I’action de gen; sur my :
geny.my = Genz(M)B .

On note B; € M ((Z) la matrice dont la k-ieme colonne est By, le vecteur de
I’action de gen; sur my. Cette matrice encode 1’action de gen; sur M :

VYm = Genz(M)Y,, € M, ona gen;.m = Genz(M)B,Y,,.



5.1. REPRESENTATION ALGORITHMIQUE DES OBJETS ALGEBRIQUES105

A partir de ces matrices, on peut retrouver 1’action de tous les éléments de G sur M :

@)
X
1
Vm = Genz(M)Y,, € M,Vg; = Genz(G)X; = Genz(G)| ... | € G,
(@)
xr

(i) i)
ona g.m= GenZ(M)lec1 B Y.
. x(i) x(,‘) ) o
Pour tout i € [1,7], on note Act; = Bl1 ...B,” T’action galoisienne de g; € G sur M :

Vm = Genz(M)Y,, € M, on a g;.Genz(M)Y,, = gi.m = Genz(M)Act;Y,,.

5.1.4 Idéaux de Fitting

Les élements du vecteur Genz(M) = (my, ..., m;) étant des générateurs de M sur Z,
ce sont également des générateurs de M sur Z[G]. Le morphisme de G-modules
¢ : Z[G]® — M défini par ¢(ay, ..., as) = aym; + ... + agmy est donc surjectif.

Pour tout k € [[1, s], on note Ac‘[;c € M;,(Z) 1a matrice dont la j-ieme colonne est la
k-ieéme colonne de Act;. Cette matrice représente 1’action Galoisienne des €léments
de G sur my, :

Ya=a1g+..+a:8 = GA € Z[G]
ona GA.my = amy = @181.Mk + ... + Q;gr.My = GenZ(M)Act,’cA.

Soit (ay, ...,as) € Z[G]’, pour tout [ € [1,s], on note A; € M, (Z) le vecteur
colonne tel que a; = GA;.

On a alors ¢(ar, ..., as) = MAct|Ay + ... + MAct/Ay = M(Act’lAl + ..+ Act;As).
Ainsi,

(ai,...,as) € Ker (¢) si et seulement si (Act’lAl + ..+ Act;AS) € Relz(M)M; 1(Z).

On est donc en mesure de déterminer algorithmiquement une famille {vl, o vq}
génératrice sur Z du noyau du morphisme surjectif de G-modules ¢ : Z[G]* — M.
Le déterminant sur Z [G] étant Z-linéaire, 1’idéal de Fitting Fittzj (M) est engendré
sur Z par les det(vy,, ..., Vq,), OU (@;); parcourt les (;) suites strictement croissantes
de [1; s] dans [1; ¢]. On peut ainsi obtenir sa structure de sous-groupe de Z [G].
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5.2 Construction d’une base d’extensions satisfaisant les
conditions souhaitées

5.2.1 Extensions souhaitées

Soit k est un corps de nombres totalement réel et K/k est une extension galoisienne
abélienne. On note K" le sous-corps totalement réel maximal de K. On souhaite
que les conditions suivantes soient satisfaites :

1. K* est d’indice 2 dans K, on note 7 I’élément non trivial de Gal(K/K™),

2. pour tout idéal premier p de Oy ramifiés dans K/k, les idéaux de O+ au-
dessus de p sont soit inertes soit ramifiés dans K/K*,

3. il existe une place infinie v de k qui reste réelle dans K, toutes les autres
deviennent complexes.

On note S (k) 'ensemble des places infinies de k et S,,,,(K/k) I’ensemble des
idéaux premiers de k qui sont ramifiés dans K/k.

5.2.2 Un peu de théorie du corps de classes
Soit k un corps de nombres.

Définition 5.2.1. Un cycle arithmétique de k (aussi appelé cycle, modulus ou encore

diviseur) est un couple (Mo, M), ot My est un idéal entier de k et Mo, = [] v est
veS
un produit formel de plongements réels de k.

On écrit formellement M = Ny .

Définition 5.2.2. Soit M =My [] ver N =Ny [ v deux cycles arithmétiques
vES veSy

de k.
On dit que M divise N si My | No et Sgp C Syr.

A tout cycle arithmétique, on peut associer un analogue du groupe de classes appelé
groupe de classes de rayon. Nous allons donc définir ce qui joue le rdle des idéaux
fractionnaires et des idéaux fractionnaires principaux dans cet analogue.

Définition 5.2.3. Soit It = VoM, un cycle arithmétique de k, a un idéal fraction-
naire de k et a € k*.

On dit que a est premier a M si a est un quotient de deux idéaux entiers premiers a
M.

On note I,(MM) I’ensemble des idéaux fractionnaires de k premiers a M.

On dit que « est premier a M si I'idéal fractionnaire aOy ’est.
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La notion de primalité a un module ne dépend donc pas de sa partie infinie.

Définition 5.2.4. Soit M = MM un cycle arithmétique de k et a € k*. On note
Mo =[] et = [] v

peSo veSuw
On écrit
a =1 (mod* M)
si vy (@ — 1) > ay pour tout p € Sy et v(a) > 0 pour tout v € Syy.
On note k;)t I’ensemble des tels a € k* et Pi(I) I’ensemble des idéaux fractionnaires
principaux de k engendrés par des a € k.. On appelle P (M) le groupe de rayon

m
de M.
Sia € Op et M =Mo, @ = 1 (mod” M) est équivalent a @ = 1 (mod My).

Comme Py (9) est un sous-groupe de I (), on peut poser la définition suivante.

Définition 5.2.5. Soit It un cycle arithmétique de k.

On définit le groupe de classes de rayons de M et on note Clg(IN) le quotient de
I () par P (M).

Pour le cycle trivial M = 1 de k, on retrouve le groupe de classes usuels : Clg(1) =
Clk.

Définition 5.2.6. Soit M un cycle arithmétique de k.
Un sous-groupe de congruence de niveau IN est un groupe d’idéaux fractionnaires
C de k tel que :

Pr(M) c C c [ (M).

Pour expliciter le niveau M du sous-groupe de congruence, on utilise la notation
(C,M).

Soit K/k une extension abélienne de corps de nombres.

On rappelle que pour tout idéal premier p de k non ramifié dans K/k, on note
oy € D, C Gal(K/k) le Frobenius de p. L’application d’ Artin est la généralisation
de la notion de Frobenius a tous les idéaux fractionnaires de k£ dont la décomposition
en idéaux premiers ne contient que des premiers non ramifiés.

Définition 5.2.7 (Application de réciprocité d’ Artin). Soit M un cycle de k divisible
par toutes les places ramifiées dans K/ k.

Pour tout a = [] p*@ € I(M), on pose
pla

Artgran(a) = 1_[ o 5““‘).

pla
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On appelle application de réciprocité d’Artin le morphisme de groupes
ArtK/k’ﬁ)ﬁ [ (M) — Gal(K/k).

Le théoreme suivant énonce des résultats centraux dans la théorie du corps de
classes global. On pourra par exemple se référer au chapitre 10 de [Lan94|] pour une
démonstration de ces résultats.

Théoreme 5.2.8 (Réciprocité d’ Artin). Soit Mt un cycle de k divisible par toutes les
places ramifiées dans K/k.

1. L’application Artgyan : [(M) — Gal(K/k) est surjective.

2. Pour M suffisemment grand au sens de la divisibilité, on a P(9) C ker(Artg/k o),
autrement dit kKer(Artg i) est un sous-groupe de congruence modulo M
qu’on appelle groupe d’Artin attaché a l’extension K/k et au cycle M. Un
tel M est dit admissible pour I’extension K/k. L’application de réciprocité
d’Artin induit alors un morphsime surjectif Clg(M) — Gal(K/k).

3. Si I est admissible pour K|k,
ker(Artg/kan) = PeONg /i (Ik(MoOk)) -
L’application de réciprocité d’Artin induit alors I’isomorphisme de groupes
L)/ PNk (Ix(MoOk ) = Gal(K/k).
4. 1l existe un M admissible minimal pour la divisibilité appellé conducteur de
I’extension K|k et noté {(K/k).
5. Le conducteur de K[k n’est divisible que par les places ramifiées dans K/k.
6. Un cycle est admissible pour K[k si et seulement s’il est divisible par le

conducteur de K/k.

Définition 5.2.9. Deux sous-groupes de congruences de k (C1,91) et (Co, M>) sont
équivalents si
C1 N L(Mp) = Co N I(Ny).

On note alors (C1, M) ~ (Ca, ).
Proposition 5.2.10. La relation ~ est une relation d’équivalence.

Proposition-Définition 5.2.11. 1. Soit C une classe d’équivalence de sous-
groupes de congruence de k.
Alors il existe un unique sous-groupe de congruence (C;, ) € C tel que pour
tout (C, M) € C M est un multiple de T et C = C; N I(M).
On l'appelle conducteur de la classe C.
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2. Soit (C, M) un sous-groupe de congruence de k et (Cs, T) le conducteur de sa
classe d’équivalence.
On dit que le cycle arithmétique T est le conducteur de (C,M).

3. Un cycle arithmétique | est un conducteur s’il existe un sous-groupe de
congruence (C, M) de conducteur f.

Cette nouvelle notion de conducteur est étroitement liée a la précédente.

Théoréme 5.2.12. L’ensemble des (M, ker (Artg/ram)) ot M parcourt I’enemble
des cycles admissibles pour K[k forme une classe d’équivalence de sous-groupes
de congruences. Le conducteur de cette classe d’équivalence est (7, ker (Artgx 1)),
ou i =f(K/k) est le conducteur de K/k.

Ceci permet d’établir une correspondance entre les classes d’équivalence d’exten-
sion de k et les classes d’équivalence de sous-groupes de congruence.

Théoreme 5.2.13 (Takagi). I. Soit K/k et K’k deux extensions abéliennes de
corps de nombres, M un cycle admissible pour K[k et W un cycle admissible
pour K’ [k. On suppose que les sous-groupes de congruence (M, (Artg/kan))
et (W, (Artgrjx9w)) sont équivalents.

Alors les corps de nombres K et K’ sont k-isomorphes.

2. Réciproquement, soit (M, C) un sous-groupe de congruence de k.
Alors il existe une extension abélienne K/k telle que M soit un cycle ad-
missible pour K/k et C = ker (Artgran). Cette extension est unique a k-
isomorphisme pres.

Définition 5.2.14. Soit (I, C) un sous-groupe de congruence de k. L’extension K|k
correspondant a (M, C) définie a k-isomorphisme pres par le théorée de Takagi
s’appelle le corps de classes de rayon de (M, C). Si C = Pr (M), on la note k(M).
Si M =1 est le cycle trivial, le corps de classes de rayon k(1) s’appelle le corps de
classes de Hilbert de k.

Proposition 5.2.15. Soit (M, C) un sous-groupe de congruence de k. Le corps de
classes de rayon de (M, C) est donné par k(M) Arteramn(©)

Proposition 5.2.16. Le corps de classes de Hilbert k(1) de k est [’extension abé-
lienne non ramifiée maximale de k. L’application de réciprocité d’Artin induit
l’isomorphisme Gal(k(1)/k) =~ Clk.
Définition 5.2.17. Soit M = NigMe un cycle arithmétique de k de partie finie
Ny = [ p* et p un idéal premier de IN.

p

On appelle partie premiére a p de M et on note M, le cycle arithmétique I, =
n p/(l’v/ w’too-

PP
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Proposition 5.2.18. Pour tous cycles de k Mt et N tels que N|IN, on a I’application
surjective suivante :

SMN - Clk(gﬁ) d Clk(SR).

Soit K/k une extension abélienne de conducteur f = f(K/k) = fofe €t Ky une sous-
extension de K/k.

Soit p un idéal premier de k ramifié dans K/k (ou de maniere équivalente dans
k(f)/k). On note Py un idéal premier de Ky au-dessus de p et  un idéal premier
de K au-dessus de Py. On note D, (k(M)/k) le groupe de décomposition de p dans
k(M) /k et k(M)Pr le corps de décomposition de p au dessus de k : p y est totalement
décomposé.

Le groupe de décomposition de Py dans k(M)/Ko est alors Dp, (k(N)/Ko) =
Dy (kM) /k) N Gal(k(M)/Ko)

Proposition 5.2.19. L’idéal premier Py est totalement décomposé dans K/ Ky si et
seulement si Dy(k(M)/k) N Gal(k(M)/Ko) c Gal(k(M)/K).

Démonstration. k(‘JJE)D”O /Ky est la sous-extension de k(Mt)/ Ky totalement décom-
posée en £y maximale. Donc Py est totalement décomposé dans K/ Kj si et seule-
ment si K C k()%

Or K = k(M)Gl*ON/K) " donc cela revient a avoir Dp, (k(M)/Ko) = Dy(k(M)/k) N
Gal(k(9)/Kp) c Gal(k(M)/k). |

5.2.3 Méthodologie pour le cas k quadratique réel et Gal(K/k) = Z/2(Z

Dans cette partie, k est un corps quadratique réel de places infinies réelles oo et
00y et £ est un nombre premier impair. On cherche a obtenir des extensions K/k
cyliques de degré 2¢ satisfaisant les conditions souhaitées.

Pour lister les extensions sextiques quadratiques de bon type, on parcourt les idéaux
de k par norme croissante.

Pour tout idéal I de &, on construit le cycle 9t = Ny, de partie finie My = [ et de
partie infinie MM, = ooy, et on vérifie qu’il est conducteur sur k (si ce n’est pas le
cas, on peut I’éliminer car son conducteur a déja été traité parmis les idéaux de plus
petite norme).

On calcule alors les groupes de classes de rayon CI () et Cl (M), ainsi que
I’application sqy 9y, -

Pour tout idéal premier p de k divisant iy, on calcule la p-partie i, de M, son
groupe de classes de rayon CI(9,) et I"application sy gr,. En notant Cy, le sous-
groupe de Cli(Mi,,) engendré par la classe de p dans Cli(9,), on obtient alors le
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groupe de décomposition D, (k(M)/k) de p dans k(Nt)/k comme étant I’image in-
verse de Cy, par sy, .

On parcourt alors les sous-groupes de CI (M) de cardinal 2¢. L’extension k(M7 /k
sera alors de degré 2.

Si H est un tel sous-groupe, on commence par vérifier que k(M)/k et k(M) /k ont
méme conducteur (car sinon, I’extension a déja été obtenue via un idéal de norme
inférieure).

On calcule alors H* = sy, (H). En utilisant [k : k@) | = L74C04L on

vérifie que [k(EJJ?)H k(M) +] = 2, ce qui assure que I’extension kO [k vérifie
la premiére condition souhaitée.

On calcule le groupe de Galois de k(ﬂﬁo)H+ /k en utilisant Gal(k(ilﬁo)m k) =
Cli(Mo)/H™ =~ CL,(M)/{H, ker (syn.an,))-

Pour tout idéal premier p de k divisant Mt (c’est-a-dire ramifié dans k(M) /k), on
note Py un idéal premier de k(‘)ﬁo)H+ au-dessus de p on teste si D, (k(M)/k) N
Gal(k(M)/Kp) c Gal(k(M)/k). D’apres la proposition 2.3, c’est le cas si et seule-
ment si Py est totalement décomposée dans k(M) /k(My)H ", Or cette extension
est de degré 2, donc c’est le cas si et seulement si Py est décomposée dans
KO [ k(Mg)H ", Ainsi, si cette condition n’est vérifiée pour aucun idéal premier p
de k divisant M, cela garantie que k(M) /k vérifie la deuxieéme condition souhaitée.
Enfin, comme M, = ooy, on a cop qui reste réelle dans KO et 0oy qui devient
complexe, donc la troisieme condition est satisfaite.

Comme le but sera ensuite de tester la conjecture en p = ¢, afin de ne pas étre dans
un cas trivial, on peut trés tot dans 1’algorithme ignorer les cas dans lesquels Cl;(9t)
n’est pas divisible par ¢.
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